PREFAŢĂ 


Dragă cititorule, tocmai ai deschis la prima pagină cea de-a patra 
carte de probleme ...captivante de fizică (cu soluţii complete), din seria 
inițiată acum opt ani de Editura EMIA din Deva. De atunci au văzut lumina 
tiparului, în câteva ediţii succesive, volumele de Mecanică fizică, Fizică 
moleculară şi Optică geometrică, lucrări care s-au bucurat de o primire 
călduroasă şi de multă atenţie, atât din partea elevilor de gimnaziu şi liceu, 
cât şi din partea profesorilor de fizică. 

Incurajaţi de acest succes şi îndemnați să continuăm această serie 
cu probleme din alte capitole ale fizicii, vă propunem acum o culegere de 
Electricitate şi magnetism, cu mult material inedit, adunat treptat, cu 
perseverenţă de furnici, şi valorificat de noi, în bună măsură, în ultimii 25- 
30 de ani, în activitatea desfăşurată cu elevii capabili de performanţă. 
Lucrarea conţine 250 de probleme interesante şi soluţiile lor complete. 
Dintre acestea, 50 de probleme sunt din domeniul Electrostaticii, 100 de 
probleme sunt din domeniul Electrocineticii (al Curentului continuu), restul 
de 100 fiind din domeniul Electromagnetismului. Unele dintre problemele 
culegerii, esenţiale prin conţinutul lor, fac parte din aşa-numitul „fond 
internaţional”, ele întâlnindu-se frecvent în lucrări similare publicate în 
diferite ţări. Cele mai multe probleme sunt fie originale, aparţinând în 
totalitate autorilor, fie sunt reformulări sau modificări ale unor probleme 
cunoscute, din literatura de specialitate (a se vedea lista bibliografică de la 
sfârşitul cărţii), adaptate programei noastre şcolare. Pentru a-l pune pe 
rezolvitor în situaţii inedite, pentru a-l face să gândească creativ, ne-am 
străduit ca problemele propuse să fie în majoritatea lor atipice, să nu 
semene, nici ca structură, nici ca enunţ/conţinut, cu cele prezente/reluate 
prea des în lucrările publicate la noi. Participarea noastră la elaborarea 
subiectelor teoretice şi/sau practice, propuse participanţilor de la diverse 
Concursuri şcolare (Evrika, Cygnus, Vrânceanu-Procopiu, Liviu Tătar) sau 
la Olimpiadele naţionale (de Fizică, de Ştiinţe) ne-a antrenat mult în această 
activitate de căutare de noi idei, de noi situaţii, de noi probleme. 

Repetăm un truism, dar nu e rău să o facem: studierea Fizicii este 
de neconceput fără rezolvarea de probleme. Pe lângă efectuarea de 
experimente la clasă (calitative şi demonstrative cel mai adesea) şi a 
lucrărilor de laborator (cu aspecte cantitative de această dată), rezolvarea 
problemelor contribuie la înţelegerea mai profundă şi mai conştientă a 
legilor - fizicii, le formează elevilor. o viziune de ansamblu asupra 
fenomenelor fizice (mecanice, termice, electrice, magnetice, optice), în 
interdependenţa lor. 

Iată un exemplu: mişcarea mecanică a unei sarcini electrice (sau a 
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aa E e acte A = SR d a E a N 
unui fascicul de particule încărcate electric) înseamnă, mai întâi, un câmp 
electric dar şi un curent electric, care generează în spaţiul înconjurător un 
câmp magnetic şi care, la rândul său, poate stimula alte efecte; când 
accola oda, mişcării acestor sarcini este foarte mare, respectivele particule 
pot emite radiaţie electromagnetică continuă, cu frecvenţe. ce pot atinge 
chiar şi domeniul optic. 

Lucrarea se adresează mai ales evilo din inVaăbântul liceal, 
dornici să aprofundeze această importantă parte a fizicii, precum şi 
absolvenţilor de liceu care, pentru promovarea bacalaureatului şi-au ales 
acest obiect de examen, sau se pregătesc pentru admiterea în învăţământul 
superior de profil realist sau tehnic. În egală măsură, prin gradul de. 
dificultate mai ridicat al unor probleme, lucrarea este recomandată şi 
elevilor ce se pregătesc pentru concursurile şcolare sau studenţilor din 
primii ani ai ciclului de licenţă. Nu în ultimul rând, culegerea poate fi 
utilizată ca un ghid metodic de către toţi profesorii de fizică ce doresc să se 
autoperfecţioneze — în special de către cei aflaţi în primii ani de activitate 
didactică, urmând să susţină examene de titularizare, defihitivaxe sau de 
gradul II sau I. 

Sugerăm cititorului să nu apeleze la soluţiile date de autori decât 
în ultimă instanţă, după ce efortul propriu de a rezolva o anumită problemă 
s-a dovedit a nu fi încununat de succes. Rezolvitorul trebuie să fie conştient 
de faptul că, cel mai adesea, pentru izolarea unei probleme, ideale, de 
matematică dintr-o problemă reală de fizică, sunt necesare mai multe etape 
de gândire şi, în consecinţă, un timp de lucru ceva mai mare. Rezolvarea 
efectivă este precedată întotdeauna de buna înţelegere a problemei fizice şi 
de corecta ei corelare cu principiile şi legile ce urmează a fi utilizate pentru 
„găsirea soluţiei finale. 

Considerăm că, lucrarea noastră poate fi deosebit de utilă elevilor 
capabili de performanţă, la care pasiunea pentru Fizică este deja instalată şi 
care, în mod firesc, țintesc spre un nivel de cunoştinţe mult mai înalt, 
necesar participării la Olimpiadele naţionale sau internaţionale de Fizică, de 
Astrofizică, de Ştiinţe, acceptării la studii în domenii realist-ştiinţifice Ei 
universităţi prestigioase din străinătate. 

Folosim şi această cale pentru a mulţumi, cu deosebit respect, 
distinsei Doamne Paulina Popa, Director general al Editurii EMIA din 
Deva, pentru interesul constant manifestat faţă de gi noastre şi pentru 
permanentul sprijin acordat. 

Mulţumim anticipat cititorilor cărţii - elevi, studenţi, profesori, 
ingineri, etc. - pentru observaţiile şi criticile constructive pe care, eventual, 
ni le vor face . 


Brăila şi Glad 22 august, Autorii 


Electrostatică 


1. Pe un plan înclinat cu un unghi a faţă de orizontală se pune în punctul D 
un corp punctiform având sarcina electrică Q, 


cu coeficientul de frecare între corp şi plan y 
(u< tga). La baza planului înclinat este fixată 
o altă sarcină punctiformă identică, O (fig.1) . 


Corpul se află în echilibru pe planul înclinat. 
Ce unghi maxim B = AQD poate exista în 
aceste condiţii, unde AQ este paralelă cu componenta (oului g de-a 
lungul planului înclinat ? 


g.1 


2. Un corp încărcat pozitiv alunecă cu viteză iniţială nulă, din vârful unui 
plan! înclinat fix (fig.2) , cu înălţimea h şi unghiul: 
d 


la bază a=2. În vârful A al prismei care 


formează planul înclinat se află o sarcină 
punctiformă fixă +0. În punctul B la baza 
prismei, viteza corpului este vo. Cu cât va fi egală 
viteza corpului în punctul B, dacă în vârful A se 
va afla sarcina -Q ? Se va considera că pe 
parcursul mişcării corpul nu se desprinde de 
prismă. Coeficientul de frecare dintre corp şi planul înclinat este 7. 


fig.2 


Le) 


3. După cum ştim, corpurile încărcate electric pot atrage corpuri 
neelectrizate (neutre). De exemplu, un pieptene electrizat atrage 
bucățele mici de hârtie. Evaluaţi forţa de interacţiune dintre un corp 
electrizat şi unul neutru. Pentru evaluare se va considera: 

- corpul încărcat este punctiform, având sarcina Q ; 

- corpul neutru este un cilindru conductor, ale cărui dimensiuni 
sunt mult mai mici decât distanţa până la sarcina punctiformă, 
volumul cilindrului este V, iar distanţa de la baza mai apropiată a 
cilindrului până la sarcină este a. Axul cilindrului este orientat spre 
sarcina punctiformă. 


w 


U < 


4. Două sfere metalice identice cu masa m = 1,0 g sunt suspendate în 
acelaşi punct cu ajutorul a două fire ideale, izolatoare de lungime / = 15 cm 
fiecare (fip.4,a). Dacă sferele se încarcă cu sarcină electrică, firele deviază 
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faţă de verticală. Pe graficul din fig.4,b este dată dependenţa unghiului de 
deviaţie 6 faţă de verticală a fiecărui fir (dacă sarcinile celor două sfere sunt 
egale) în funcţie de valoarea sarcinii fiecărei sfere. Sferele au fost astfel 
încărcate încât unghiul de deviaţie este 9= 50%. Mai departe, se „aplică” un 
câmp electric exterior omogen, orizontal, cu intensitatea câmpului E = 
1,5:10% V/m. Aflaţi unghiul dintre fire după aplicarea câmpului electric. 


fig.4,b 


5. Pe o tijă foarte lungă, subţire, izolatoare se introduc un număr foarte 
mare de biluţe din material izolator, identice. Biluţele sunt electrizate cu 
sarcini egale în modul, dar care alternează ca semn. Forţa electrostatică de 
interacţiune dintre două biluţe vecine este f = 10 N. Ce forţă minimă 
---000000G0—" trebuie aplicată ultimei biluțe/ 
din dreapta pentru a rupe 
fig.5 ri k 

„lanţul”? Calculați această 
forță cu o eroare care să nu depăşească 5%. În ce loc se va rupe „lanțul”, 


dacă se aplică ultimei biluţe din dreapta o forţă F lent crescătoare ? 


6. Într-un câmp electrostatic omogen, ale cărui linii de câmp sunt orientate 
orizontal, se află o cupolă semisferică netedă, din vârful căreia (punctul A) 

începe să alunece liber un corp mic 
şi greu, încărcat electric. Corpul se 
desprinde de suprafaţa cupolei în 
punctul B, astfel încât unghiul 
AOB = 30%, O fiind centrul 
cupolei.  Determinaţi raportul 
dintre greutatea corpului şi forţa 
care acţionează asupra lui din 
partea câmpului electric. 
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7. Două sfere metalice aflate foarte departe una faţă de alta, au razele 


exterioare R şi 3R şi grosimea pereţilor £, 
În centrele sferelor sunt plasate sarcinile Q şi 

Ec) 20. Care este lucrul mecanic. minim care 
trebuie efectuat pentru a inversa locul celor 
două sarcini ? (În acest scop, în fiecare sferă 
există cîte un orificiu mic). 


fig.7 


8. Fie trei fire identice, fixe 1 , 2 , 3 , încărcate 
şi aşezate pe muchiile unui cub imaginar ca în 
figură. Lungimea fiecărui fir este /. Firele sunt 
încărcate uniform, fiecare cu sarcina electrică 
O. Aflaţi intensitatea câmpului electric în 
centrul cubului. 


9. Pentru măsurarea sarcinii electrice a | 
electronului, fizicianul american Robert 
Millikan a făcut între/ anii 1909-1912 o serie de 
experiențe în care a studiat mişcarea unor picături foarte 
fine de ulei în câmp electric. În experiența lui Millikan 
o asemenea picătură se forma prin pulverizare în spațiul 
dintre două plăci metalice orizontale, cărora li se aplica 
o tensiune -electrică constantă. Cu ajutorul unui 
microscop se făceau observații asupra picăturilor aflate 
în mişcare prin aer şi se măsura viteza lor. Picăturile 
capătă o sarcină electrică negativă în timpul procesului 
de pulverizare. În afară de asta, se putea modifica 
sarcina electrică a picăturilor iradiindu-le cu radiaţii 
ultraviolete. Fără a pretinde că reproducem exact măsurătorile lui Millikan , 
sintetizăm în Tabelul 1 un set posibil de valori măsurate. În acest tabel, vo 
este viteza cu care cade liber picătura, în absenţa câmpului electric. Dacă 
între plăci se aplică o tensiune constantă Uọ , picătura începe să se mişte în 
sus, viteza măsurată în aceste condiţii a picăturii fiind notată cu vı. Raza 
măsurată a unei picături este notată cu r. 

- Se va considera că densitatea uleiului este p = 910 kg/m? , distanţa dintre 
plăci este h = 1,0 cm, iar acceleraţia gravitaţională se va lua g = 9,8 m/s. 
Pentru picături cu raza de ordinul micronilor, forța de frecare vâscoasă este 
proporţională cu viteza lor. Se va considera că în timpul procesului de 
măsurare descris mai sus, sarcina picăturii nu se schimbă. 
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Tabel 1 


|r (um) | 
FENIT 
=m 


1 
2 
3 
4 
5 
7 
9 


Pem 
|b 
ETRE Oas O 3] 
n7 
Er 
F 


Determinaţi cu ajutorul acestor date sarcina electronului şi evaluați eroarea 
valorii obţinute. 


10. În ce parte va devia o particulă încărcată care se mişcă la o distanță mare 
faţă de un dipol electric (o pereche de două sarcini egale şi de semn contrar, 
aflate la distanţă mică una de alta) ? Viteza iniţială a particulei este paralelă 


+ 


cu dipolul, iar unghiul de deviaţie se consideră mic. 3. Eee praa 
11. Doi protoni şi doi pozitroni, aflaţi în momentul 
iniţial în repaus în vârfurile unui pătrat (fig. 11), 
devin liberi. Raportul maselor lor este M/m = 2000, 
iar sarcinile lor sunt identice. Să se determine i i. 
raportul dintre viteza protonilor şi a pozitronilor după e n M E A 
îndepărtarea lor (la infinit). j 


fig.11 
12. Într-o plasmă omogenă cu concentrația sarcinilor n T 7 
(numărul sarcinilor de fiecare semn pe unitatea de I= = l+ $ ! 
volum), toți electronii, care inițial se aflau într-un strat E, È Lien? ! 
de grosime d, se deplasează pe direcția normalei pe acest NE Sei A mutu! 
4 1 I 
i a aa asi] 


strat, pe distanţa d (are loc o separare a sarcinilor pozitive gi plai 
şi negative, ca în fig.12). Să se determine intensitatea - d Goy 
câmpului electric în punctele de pe suprafața S. 


13. Două sfere încărcate, având masele egale şi aflate la distanța / una față 
de alta, sunt lăsate libere fără viteză iniţială. După timpul /, distanţa dintre 
ele s-a dublat. După cât timp se va dubla distanţa dintre aceste sfere, dacă 
ele se lasă libere de la distanţa iniţială 3/ între ele ? l 
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14. Conform unuia din primele modele atomice (modelul Thomson), atomul 
de hidrogen se prezintă ca o sferă uniform încărcată cu sarcină pozitivă, în 
centrul căreia se află un electron. Pe ansamblu, atomul este neutru din punct 
de vedere electric. Să se calculeze raza unui asemenea atom, dacă se ştie că 
energia minimă care trebuie comunicată electronului pentru a-l îndepărta 
din'atom la distanță mare este W. Sarcina electronului este e. 


15. Fie o joncțiune p-n . Grosimea acestei 
joncțiuni este d, iar permitivitatea electrică este 
£. Reprezentaţi grafic intensitatea câmpului 
electric şi potențialul electric în joncțiune, 
considerând că distribuția densității de sarcină 
din joncțiune este cea din fig.15 . 


fig.15 


16. Pe un plan orizontal neted la distanţa a = 1,5 m una faţă de alta, se află 
în repaus două bile foarte mici, conductoare, absolut elastice şi încărcate, 
respeţtiv, cu sarcinile electrice q; = 8,5 nC şi q2 = -2,5 nC. Masa fiecărei 
bile este m = 0,10 kg, iar diametrul D = 

2,5 cm. Bilele se lasă libere, fără viteză pi z = 
iniţială. Să se determine vitezele celor PD m: O 
două bile în momentul în care distanţa ~~ fig 

dintre ele va fi din nou egală cu a. i a 


17. O legătură solidă sub forma unei bile mici de masă M, uneşte rigid o tijă 
de lungime L cu mijlocul unui disc metalic subţire. Celălat capăt al tijei este 
legat de un tavan printr-o articulaţie . 
ideală A, astfel încât toată 
construcţia se poate roti în jurul 
punctului A; cu tija mereu 
perpendiculară pe disc (fig.17). 
Dedesubt, exact sub articulaţie, la 
distanţa a faţă de disc este fixată o 
sarcină punctiformă q. Să se 
determine perioada micilor oscilaţii 
ale sistemului“ Discul este conectat electric la pământ, a<<L, de 
asemenea, a<<R, R fiind raza discului, tija şi discul au greutatea 
neglijabilă. Se. „neglijează frecările cu aerul, iar acceleraţia gravitaţională 
este g. aa 


GE 


18. O sferă conductoare de rază R, cu pereţii subţiri, a fost încărcată uniform 
cu sarcina electrică totală Q, după care a fost tăiată în jumătate, de-a lungul 
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„ecuatorului”. O jumătate a sferei a fost dată la o parte, iar cealaltă jumătate 
“a rămas pentru studiu. Să se determine potenţialul câmpului electric creat de 
sarcinile de pe semisferă, într-un punct din planul „ecuatorial”, aflat la 


distanţa = față de centrul sferei. 


19. In centrul unui inel fixat, de rază R şi cu sarcina electrică totală pozitivă 
O distribuită uniform de-a lungul circumferinței, se menţine în repaus o bilă 
mică de masă m şi sarcină 2Q. Se lasă bila liberă şi ea va începe să se mişte 


de-a lungul axului inelului. Să se determine viteza bilei la distanţa i față 


de centrul inelului. 


20. În spațiul liber, pe un cerc de rază Rọ , în vârfurile unui pătrat înscris în 
cerc, se află pai corpuri punctiforme cu masa m fiecare. Două din ele au 
sarcina +q, iar celelalte două, -q (fig.20). În 
momentul iniţial, acestor puncte materiale li 
se comunică viteze egale în modul, orientate, 
de-a lungul tangentei la cerc, în sens orar. 
Se cunoaşte că în timpul mişcării, distanţa 
minimă a oricărui corp faţă de centrul O al 
cercului inițial este R, (Ri < Ro). Se va 
considera că în orice moment de timp 
sarcinile se află în vârfurile unui pătrat cu 
centrul în O. Forţele gravitaționale se 
neglijează. 

l. Să se determine traiectoria mişcării 
acestor corpuri punctiforme. - 

2. Determinaţi un timp caracteristic (perioada) al mişcării acestor corpuri 
punctiforme. 


fig.20 


21. Patru particule au sarcini identice, q. Iniţial, ele sunt menținute pe o 
dreaptă  (fig.21), astfel încât 


distanţele r dintre două particule 7 7 q q 
vecine sunt egale (AB = BC = pnm n 
CD). Particulele se lasă libere. Hi B C D 


Ele se îndepărtează una de alta, 
distanţele dintre dintre particulele 
vecine se măresc, dar rămân egale (A'B” = B'C” = C'D”). Se cunoaşte că | 
masa fiecărei particule interioare este m. Aflaţi masa M a particulelor de la 
margini şi, de asemenea, vitezele finale ale fiecărei particule. 


fig.21 


\ 
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22. La un capăt al unei tije subțiri, orizontale este fixată sarcina q, iar la 


distanța r față de ea este 

menținută printr-un fir idealo  , EEE a 

mărgică cu masa m şi sarcina, 

de asemenea, q (fig.22). Tija q fig22 gm 

se mişcă cu viteza orizontală Í 

v, orientată spre mărgea. Se arde firul, iar tija se menține în mişcare cu 
viteza anterioară. Determinați lucrul mecanic efectuat de forța care menține . 


tija în mişcare, până în momentul în care distanţa dintre sarcini devine R. Se 
neglijează frecările. 


23. Două sfere metalice de raze r; şi r> sunt legate între ele printr-un 
conductor subţire. Sfera a doua este înconjurată de un înveliş conductor 
d concentric, aflat la distanța d față 
de suprafaţa sa şi legat la pământ. 
Sferelor li se comunică sarcina 
electrică Q. Cum se va distribui 
„această sarcină pe sfere ? Se va 
considera că d << r» şi că distanţa 
dintre sfere este mult mai mare 
decît razele lor. 


fig.23 


24. O bilă din plastilină, cu raza R este acoperită în mod uniform cu un strat 
de plăcuţe metalice mici, care sunt în contact între ele. Suprafaţa bilei este 
electrizată cu sarcina Q. În aceste condiţii, una dintre plăcuţe se desprinde 
de bilă. Să se determine acceleraţia plăcuței în acest moment. Masa unei 
plăcuţe este m, suprafaţa ei este S, iar permitivitatea electrică absolută a 
plastilinei este £. 


25. Un lanţ rectiliniu format din N biluţe metalice identice, conectate între 


— ele prin fire conductoare este aşezat 
pa e într-un câmp electric omogen a cărui 


O O O Q vector intensitate a câmpului electric 


este paralel cu lanţul. Razele biluțelor 

fig. 25 sunt R, distanța dintre ele /, astfel 

încât / >> R. Aflaţi valoarea 

sarcinilor induse ] pe biluţele de la margini. 


26. Două plăci metalice cu suprafeţele S egale, sunt aşezate orizontal, astfel 
încât cea dedesubt este fixată, iar cea de deasupra este suspendată de un 


fig26 


fig2? 
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resort elastic de constantă elastică k. În 
poziţia de echilibru, distanţa dintre plăci este 
ho . Ce tensiune maximă se poate aplica între 
plăci, astfel încât ele încă să nu se atingă? 


27. O sferă metalică încărcată, cu raza R, este 
secţionată în două părţi cu ajutorul unui plan 
care o traversează la distanţa h faţă de centrul 
sferei (fig.27 ) Să se calculeze cu ce forţă se 
vor respinge cele două părţi ale sferei. 
Sarcina totală a sferei este Q. 


28. Departe, faţă de un cazan foarte mare, 
încărcat cu sarcină electrică, se află o oală 
neîncărcată. O căniţă mică, de asemenea 
neîncărcată, prevăzută cu un mâner izolator, 
se aduce în contact, mai întâi cu cazanul, 
apoi cu oala. Pe oală apare o sarcină electrică 
qı. Se repetă procedura. Sarcina electrică de 
pe oală creşte la valoarea q2. Aflaţi sarcina 


electrică de pe căniţă după contactul cu cazanul. Toate vasele sunt din 


aluminiu. Contactul dintre căniţă şi cazan , respectiv, 
oală se face în acelaşi loc în ambele cazuri. 


29. Două discuri coaxiale cu razele Rı = 10 cm şi > = 
5 cm, se află la distanţa d = 2,4 mm unul faţă de altul 
(fig.29). Discurile sunt încărcate uniform, cu densitatea 
superficială de sarcină o= 20 uC/m?. Determinaţi forţa 
de interacţiune dintre discuri. 


„30. Fie o sferă conductoare de rază R şi o sarcină 
fig.29 punctiformă +q, aflată la distanţa d faţă de centrul 
sferei (fig.30). Să se determine forţa care acţionează 


fig30 


din partea sferei, asupra sarcinii. Analizați 
cazul când: 

a) sfera este legată la pământ (stera = 0) ; 

b) sfera este izolată (Vsrera 7 0). 


31. O sarcină punctiformă +q se află la 
distanţa d faţă de o suprafaţă plană de 
separație MN, dintre doi dielectrici cu 
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+q permitivitățile electrice relative £, ŞI Ep. 
Dielectricii sunt infiniţi. Să se determine forţa 
care acţionează asupra sarcinii şi potenţialul 
câmpului electric într-un punct oarecare 
dintr-un dielectric sau celălalt. 


32. Două plăci metalice plane şi semiinfinite 
fac între ele un unghi died a = 60°. Pe 
planul bisector al unghiului diedru, la 
distanţa d faţă de muchia unghiului, se află o 
sarcină punctiformă +q. Să se determine forţa 
care acţionează asupra sarcinii. Plăcile 
metalice sunt legate la pământ. 


N 
= 


| 


33. Să se determine forţa care acţionează 
„asupra sarcinii punctiforme +q aflată la 
sa | | distanţa x faţă de mijlocul dintre două plăci 
metalice plane şi paralele, legate la pământ 
(fig. 33). Distanța dintre plăci este 27. Dimensiunile plăcilor sunt foarte mari. 


A 


34. In montajul reprezentat schematic pe fig.34, raportul capacităţilor 
| condensatoarelor este 


4. i l 
— = A iar tesiunea la 


fig.34 bornele unei surse este 

U, = 10 V. Pentru ce 

tensiune a celeilalte surse U, , potențialele punctelor Ag, A, , A2 , A3 , A, 

As vor fi în progresie geometrică ? Ce valori au 
potențialele acestor puncte? 


35. Să se calculeze capacitatea rețelei de condensatoare 
identice din fig.35. Capacitatea electrică a fiecărui 
condensator este C. 


fig.35 36. Ce diferență maximă de potential se poate obține 
i având la ' dispoziție o baterie : cu tensiunea 
electromotoare E şi două condensatoare identice, fără pierderi ? 


37. Un condensator este format din două plăci metalice paralele. Distanţa 
dintre plăci este / şi este mult mai mică decât dimensiunile plăcilor. 
Suprafaţa fiecărei plăci este S. Condensatorul este conectat la o sursă de 


16 
y PS A 


fig.37 


Electrostatică - enunțuri 


tensiune electrică constantă U. Între |. 
plăci se găseşte praf metalic. Fiecare 
particulă de praf se prezintă ca o 
sferă de rază r şi masă m, concentaţia 
medie a particulelor de praf între 
plăci fiind n. Se cere: 

a) Intensitatea curentului electric prin 
circuit; 


b) Evaluaţi timpul în care tensiunea electrică dintre plăci va scade cu 7 = 


5%, după întreruperea circuitului. 


Se va neglija forţa de greutate a particulelor de praf şi prezenţa aerului între 
plăci. Ciocnirile dintre particulele de praf şi plăci se vor considera perfect 


plastice. 


38. Un condensator constă din două plăci identice şi paralele. Punctul A se 


află în interiorul condensatorului, la 
mijloc, între plăci (fig.38,a). 
Densitatea superficială de sarcină de 
pe placa inferioară se menține 
constantă şi egală cu op , iar 


“densitatea superficială de sarcină a 


plăcii superioare o, se modifică şi se 
efectuează în aceste condiții 
măsurători ale potenţialului V şi a 
modulului | intensității câmpului 
electric E în punctul A. Folosind 
datele experimentale obţinute, s-au 
construit graficele  dependenţelor 
studiate. Dar din motive 
necunoscute, pe graficul dependenţei 


; ; (ox , 
potențialului de raportul — a rămas 


09 


„un singur punct (fig.38,b), iar pe cel 


al dependenţei modulului intensității 


cîmpului electric de 2 , doar două 
09 

puncte (fig.38,c). 

a) Deduceţi dependenţele analitice 

ale potenţialului şi modulului 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 17 


A uiti A : SE o AL. 

intensității câmpului electric în punctul A de raportul y =— . (Exprimaţi 
09 

aceste dependențe prin mine care s-au păstrat, Vo , E1, E>). 

b) Construiţi graficele acestor dependente. 


39. O peliculă de polimer, elastică şi conductoare, este folosită ca armătură 
pentru un condensator a cărui capacitate depinde de tensiunea aplicată între 
armături. Ideea acestei „invenții? se bazează pe faptul că deformația 
peliculei depinde de tensiunea aplicată, în timpul deformaţiei se modifică 
distanța dintre armături, ceea ce duce la modificarea capacităţii 
condensatorului. Pentru a pune ideea în aplicare, se construieşte un 
condensator cilindric, în care ca armătură interioară se foloseşte pelicula de 
polimer sub formă de tub cilindric, cu raza ro = l cm, iar ca armătură 
exterioară un alt tub cilindric metalic (vezi fig.39). 
U, În situaţia în care tubul de polimer nu este deformat, 
distanţa dintre armături este h = 1,00 mm (care se 
poate considera mult mai mică decât razele tuburilor 
cilindrice care joacă rol de armături). Condensatorul 
se conectează la o sursă de tensiune constantă Ug. Se 
neglijează efectele de margine şi se dau: 
permitivitatea electrică a vidului £ = 8,85:1012 F/m 
şi modulul de întindere a peliculei, y = Ed = 156 
N/m, unde E este modulul de elasticitate al 
materialului peliculei, iar d grosimea peliculei. 
a) Să se determine creşterea relativă a razei tubului 


1,0 


fig.39 


din polimer, x= a 


p 


pentru o tensiune Up = 
3 - 


kV. 


b) Aflaţi ce tensiune 
armăturile acestui 


40. În interiorul unei 
Şi sarcina q, 
o altă sferă de rază 
conectată printr-un 
izolat la Pământ prin 
Conexiunea se face 
peretele sferei mari. 
se disipă atunci când 


maximă se poate aplica între 
condensator. 


sfere conductoare, cu raza KR 
concentric cu ea, este plasată 
„n. Sfera interioară este 
fir conductor lung, subţire şi 
intermediul unui comutator K. 
“printr-un mic orificiu aflat în 
Aflaţi căldura Q maximă care 
comutăm K de pe poziţia 1 pe 


Po 
fig.40 
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poziţia 2, când sfera interioară va fi conectată la Pământ prin intermediul . 
generatorului ideal cu t.e.m. E. 


fig.41 


41. În calea sarcinii +q, având masa m 
şi viteza Vo se află două suprafețe 
sferice concentrice, încărcate cu sarcini 
de semn contrar. Suprafața interioară 
are densitatea de sarcină -g; , iar cea 
exterioară +0, .Raza suprafeței 
interioare este Ry, iar intervalul dintre 
suprafeţe este AR << Ry (un asemenea 
sistem de numeşte strat electric dublu). 


Ambele suprafeţe sunt absolut permeabile pentru sarcina aflată în mişcare. 
Să se determine unghiul de deviaţie al sarcinii faţă de direcţia iniţială de 
mişcare, după ce sarcina traversează acest strat electric dublu, dacă se 
cunoaşte d — distanţa de la centrul sferei la direcţia iniţială de mişcare. 


42. Plăcile unui condensator plan, având suprafaţa S fiecare, sunt unite 


i printr-un fir conductor (fig.42). Distanța 
H dintre ele este mult mai mică decât 
dimensiunile plăcilor. În interior se află 

H un al doilea condensator „cu plăcile 
~ paralele cu cele ale’ primului 
condensator şi de aceeaşi arie, pe care 
„se află sarcinile O şi —Q. Calculaţi ce 


fig.42 


lucru mecanic trebuie efectuat pentru a 
scoate afară condensatorul din interior, 


fără a i se modifica distanţa Ph dintre plăci. 


(0 a 


Lei 


SA 


J 


43. La bomele m şi n ale bateriei de 
condensatoare din fig.43 se conectează o sursă de 
tensiune Uo = 200 V, după care sursa se 
deconectează. Cum se va modifica energia 
bateriei de condensatoare după închiderea 
întrerupătorului K ? Se cunosc C} = C>= G = C; 
= LuF şi C4= 0,5 pF. 


44. În circuitul electric din fig.44 , care constă 
dintr-un generator ideal cu t.e.m. E, două 
condensatoare cu capacităţile electrice 2C şi C şi 


un rezistor cu o rezistenţă oarecare, se închide întrerupătorul K;. Până la ce 
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tensiune se vor încărca condensatoarele? După ce 
condensatoarele se încarcă complet, se închide şi 
K2 şi apoi se deschide în momentul în care 
intensitatea curentului prin generator scade de 2 
ori faţă de valoarea intensității curentului prin el, 
imediat după închiderea lui K2. Calculaţi căldura 
O care se degajă în circuit în intervalul de timp de 
la închiderea până la deschiderea lui K3. 


fig.44 


| 45. În schema din fig.45 , bateria reprezentată 

orizontal, are la borne tensiunea de 1 V, trei din 

TO eH cele trei condensatoare au capacități electrice 

egale, iar cel de-al patrulea o capacitate dublă. Cât 

trebuie să fie tensiunea la bornele celei de-a doua 

baterii, reprezentată vertical, pentru ca măcar un 
condensator din schemă să rămână neîncărcat? Până 


la conectarea bateriilor toate condensatoarele erau 
descărcate. Bateriile se consideră ideale. pda 


fig.45 


46. Patru plăci metalice identice, neîncărcate, fiecare 
cu aria suprafeţei S, se află în aer la o distanţă d mică 
una faţă de alta, aşezate paralel (fig.46). Plăcile 
interioare se electrizează cu sarcini egale în modul, 
dar de semn contrar. În continuare, plăcile exterioare 
se conectează între ele prin intermediul unui rezistor 
R. Ca urmare pe rezistor se va disipa căldura O. 
Neglijând radiaţiile, să se determine modulul sarcinii q a plăcilor interioare. 


fig.46 


47. În interiorul unui condensator plan cu distanţa dintre armături D, se 
introduce o plăcuţă dielectrică cu permitivitatea electrică relativă & şi 
grosime d ( d < D). Feţele plăcuței sunt paralele cu armăturile 
condensatorului. Ce tensiune trebuie aplicată între armături, pentru ca 
plăcuţa să se rupă ? Tensiunea mecanică pe unitatea de suprafaţă (efortul 
unitar) maximă la care rezistă plăcuţa este 79. 


48. Armăturile unui condensator plan se prezintă sub forma unor plăci 
pătrate cu latura a, aflate la distanţa d una faţă de alta ( d << a ). Intre 


Ss, Sage ez Ir, mei. în aie 
armături se găseşte o plăcuţă de mică de grosime —, ale cărei dimensiuni 
2 


coincid cu dimensiunile armăturilor. Condensatorul este conectat la o sursă 
de tensiune U prin intermediul unui rezistor cu rezistenţa electrică R. Se 
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scoate lent, cu viteză constantă v, plăcuţa de mică din condensator. Ce 
căldură se va degaja în acest timp pe rezistor ? - 


49. O plăcuţă cu feţele plane şi paralele este formată din două plăci 
izolatoare aflate în contact perfect una cu cealaltă, de aceeaşi lungime /. 
Prima placă are permitivitatea electrică relativă £, , iar cealaltă — ep. 
Potenţialul feţei din stînga a 
ansamblului este V,, iar a feţei din 
dreapta, V} Să se determine 
intensitatea câmpului electric în 
fiecare porţiune. Construiţi graficul 
aproximativ al potenţialului electric 
de-a lungul plăcuței, în funcţie de coordonata x. Câmpul electric în 
interiorul fiecărei porţiuni este omogen şi paralel cu axa Ox. 

Indicaţie: Relaţia dintre intensitatea câmpului electric şi diferenţa de 


potenţial este E£ = _AV 
Ax 


o fig.49 x 


50. Un condensator plan este format din două plăci paralele de suprafață S = 
25 cm: fiecare, aflate la distanţa / = 2,0 mm una faţă de cealaltă. Între 
armăturile condensatorului se află o plăcuţă 


$ AT ; h s 
dielectrică de grosime T cu aceeaşi 


suprafaţă ca a  armăturilor, / avînd 
permitivitatea electrică relativă £, = 2,5 şi 
rezistivitatea electrică p = 1,0:10' Qm. 
Condensatorul este conectat la o sursă de 
tensiune constantă de valoare Uo = 5,0 kV 
prin intermediul unui ampermetru sensibil. 

a)  Construiţi graficele calitative de 
dependență a sarcinii electrice de pe 
condensator şi a intensității curentului prin 
ampermetru în funcție de timp, după 
închiderea întrerupătorului. 

b) Evaluaţi timpul caracteristic al existenței 


fig.50 


curentului electric în circuit. 

c) Ce căldură se va degaja în plăcuța din interiorul condensatorului în 
timpul în care există curent electric prin circuit? 

Se va lua £ = 8,85:10`!? F/m. 


Curentul continuu 


1. Să se determine rezistenţa electrică între punctele A şi B ale reţelei din 
fig.1. Rezistenţa electrică a fiecărei muchii este R. Reţeaua este infinită în 
ambele părţi. 


2. Să se determine rezistenţa electrică a 
reţelei infinite din fig.2, între punctele A 
şi B. Rezistenţa electrică a fiecărei laturi 
a reţelei este R. 


3. Să se determine rezistenţa electrică a 
montajului din sârmă cu secţiunea 
transversală S = 1,0 mm? (fig.3). 
Rezistivitatea materialului din care este 
confecţionată sârma este p = 5,0-10% 
Q-m. Diametrul inelului este D = 1,0 m. 


4. Dintr-o tablă omogenă şi subțire se 
construieşte un cub, iar la punctele 
situate la capetele diagonalei principale 
a cubului se sudează două contacte 
electrice (fig.4). În aceste condiţii, 
rezistenţa electrică a cubului este R = 10 
Q. Ce intensitate va avea curentul 
electric care traversează muchia AB a cubului, dacă 
la contactele sudate se aplică o tensiune constantă U 
= 60 V? 


5. Un elev talentat la fizică a construit un rezistor 
variabil care constă din doi cilindri din acelaşi metal. 
Diametrul exterior al unuia din cilindri coincide 
practic cu diametrul interior al celuilalt, astfel încât 


ei pot fi introduşi unul în interiorul celuilalt şi se pot 
mişca unul faţă de altul. Pentru a aluneca mai uşor, 
elevul a uns cu un lubrifiant organic zona de contact 
dintre cei doi cilindri. 

Efectuând câteva calcule elementare, elevul trage 
concluzia că rezistenţa electrică a acestui rezistor 
depinde liniar de lungimea x a porțiunii lor comune 
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(fig.5). Măsurând experimental însă valoarea rezistenţei electrice, elevul 
constată că de fapt rezistenţa este mult mai mare decât cea 
calculată şi depinde invers proporţional de x. Ce funcţie: 
liniară a obţinut elevul ? Cum se explică rezultatele 
experimentului ? Care este formula care -descrie corect 
rezultatele experimentale ? 


6. Din mai multe conductoare metalice se construieşte 
circuitul din fig.6. Conductoarele radiale sunt din sârmă cu 
diametrul d, = 0,20 mm, având rezistivitatea electrică p) = 
1,2-10% Q:m, iar cele circulare sunt din sârmă cu diametrul 
d = 1,2 mm şi rezistivitate p = 1,6-10 Qm. Unghiurile 


dintre două fire radiale consecutive este de 30°, iar 
distanța dintre două cercuri consecutive este a = 
1,0 cm. În toate punctele de intersecție dintre 
firele radiale şi cele circulare există contact 
electric, cu rezistența de contact neglijabilă. 
Circuitul este conectat la o sursă de tensiune U = 
4,5 V. Să se determine indicaţiile ampermetrelor 
dacă întrerupătorul K este: a) deschis şi b) închis. 
Ampermetrele sunt ideale, iar rezistenţa firelor de 
conexiune se neglijează. 


7. O placă cu feţele plane şi paralele este formată din două porţiuni aflate în' 
contact perfect, de grosimi egale cu L, slab conductoare, cu rezistivităţile 
electrice pı , respectiv, p2. Potenţialul electric al capătului din stânga al 
plăcii compuse” este V, , iar al capătului din dreapta, V, (fig.7). Să se 
determine densitatea de curent electric prin placă. Ce valoare are densitatea 

i superficială de sarcină la limita de 


? separație dintre cele două porțiuni ? 
Desenaţi graficul calitativ al 
dependenței potențialului câmpului 


S d “electric din placă, în funcție de 
coordonata x. Câmpurile electrice din interiorul fiecărei porțiuni sunt 
omogene şi orientate paralel cu axa Ox. 

Indicație: Densitatea de curent electric (intensitatea curentului raportată la 
unitatea de suprafaţă transversală prin care circulă curentul) este legată de 
1 AV 


di fe de potenţial prin relaţia j =-——. 
iferenţa de potenţial prin relaţia j pin 
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8. a) Un cilindru de rază r şi lungime L, este confecţionat dintr-un material 
cu rezistivitatea electrică p}. Cilindrul se acoperă 
cu un strat subţire de material cu grosimea 
h(h<<r), a cărui rezistivitate electrică este p2. 


Sistemul astfel obţinut se pune între două plăci 
conductoare şi se presează bine între ele (fip.8,a). 
Aflaţi rezistenţa electrică a sistemului, neglijând 
- rezistenţa electrică a plăcilor. 
b) Un circuit electric constă din două rezistoare, 
având rezistenţele electrice Rı şi Rọ grupate în 
serie la bornele unei surse de tensiune constantă 
Uo (fig.8,b). Aflaţi intensitatea curentului prin 


Vo circuit şi tensiunea la bornele rezistorului Ry. 
c) În circuitul de la punctul precedent, în paralel 
cu rezistorul R, se conectează un rezistor cu 
rezistenţa electrică Ro , precum şi câte un 
ampermetru şi un voltmetru, aşa cum se vede în 
R AR 


fig.8,c.Considerând aparatele de: măsură ideale, 
fig.8,b calculaţi indicaţiile lor. Aflaţi aceste indicaţii, 
dacă rezistenţa Rọ este mult mai mare decât 
rezistenţele Ri şi Ra. În acest caz, curentul prin 
ampermetru este foarte mic, de aceea în locul 
ampermetrului se conectează un miliampermetru. 
d) Pentru - măsurarea rezistivităţii unui material 
izolator se foloseşte următoarea metodă: se ia un 


cilindru de rază r şi lungime L (L >>r) cu 


rezistivitatea electrică py şi se acoperă cu un strat 
subțire de grosime h din materialul izolator studiat 


(h<<r). Elementul astfel obținut se introduce 


într-un tub cilindric a cărui rezistență electrică 
este neglijabilă. Acest element se conectează într- 
un circuit electric aşa cum se vede în fig.8,d. 
Tensiunea sursei este Up, iar ampermetrul indică 
un curent electric de intensitate Jọ (mică faţă de 
valoarea intensității care trece prin sursă). 
Determinaţi, folosind aceste date, valoarea 
eani electrice a materialului izolator 
studiat. ` 

La toate punctele acestei probi sc electrică a conductoarelor de 
legătură se neglijează. 
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9. Pentru a regla tensiunea electrică aplicată unui rezistor de sarcină, se 
întrebuinţează montajul din fig.9, numit montaj 
potențiometric. Rezistenţele electrice ale sarcinii şi 


U R R potențiometrului sunt egale. Sarcina este conectată la 
jumătatea înfăşurării potențiometrului. Cum trebuie 
fig.9 modificată poziția cursorului potențiometrului, pentru ca 


tensiunea pe sarcină să rămână aceeaşi, dacă tensiunea U 
de alimentare se dublează ? : 


10. Fie o reţea infinită care constă 
din fire conductoare identice 
(fip.10). Se ştie că rezistenţa 
electrică măsurată între punctele 1 şi 
2 ale acestei reţele este R, iar între 
punctele 1 şi 3 este r. Determinaţi 
rezistenţa electrică între punctele 1 şi 


4, exprimând-o în funcţie de R şi r. 


TA VAYAVAVAAȚAVAVAVAVAY 
VVVVV/VVVVĂ 
AAAA VVW 


fig.10 


: | 
11. Dintr-o sârmă foarte subțire se confecţionează o spiră circulară. La 
această spiră se sudează două diametre reciproc perpendiculare, din aceeâşi 
sârmă. Mijloacele acestor conductoare diametrale se sudează între ele. Se 
conectează un ohmmetru între două puncte diametral opuse pe spiră. Să se 
afle raportul dintre indicaţiile maximă şi minimă ale ohmmetrului. 


A R R R R R R B k 
DN ae a 12 Să 'se' “determine 

popi R rezistența echivalentă 

z% între bornele A şi B ale 


iz circuitului din fig.12, 
care constă dintr-o infinitate de rezistoare identice, cu rezistenţa R, fiecare. 


13. Treizeci de rezistori identici, având rezistenţa electrică R fiecare, sunt 
conectaţi între ei, în spaţiu, astfel încât formează muchiile unui poliedru 
convex Pa (fig.13a,b): r= icosaedru (cu 20 fețe); b) dodecaedru (12 


feţe). Ce rezistență 
electrică va avea 
sistemul descris mai 
sus (a sau b), între cele 
mai îndepărtate două 
vârfuri ale sale? Câte 
valori diferite ale 
rezistenței totale se pot 


fig. 13,a flg.13,b 
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obține în cazul a), respectiv b), dacă se conectează ansamblul între toate 
perechile posibile de vârfuri ale acestor poliedre ? 

Indicaţie: Feţele unui icosaedru sunt 20 de triunghiuri echilaterale, în 
fiecare din cele 12 vârfuri se întâlnesc câte 5 triunghiuri; feţele unui 
dodecaedru sunt 12 pentagoane regulate şi în fiecare din cele 20 de vârfuri 
se întâlnesc câte 3 pentagoane. 


14. Aflaţi rezistenţa echivalentă între A şi B, a reţelei din fig.14. 
| Rezistenţele laturilor hexagonului mare 
sunt egale cu R, rezistenţele laturilor 
hexagonului mic sunt egale cu R/2, 
rezistenţele fiecărui conductor aflat 
între cele două hexagoane sunt egale cu 
R/2 , iar rezistențele fiecărui 
conductor aflat- în interiorul 
hexagonului mic sunt egale cu R/4. 


15, Să se calculeze rezistenţa electrică 
Rac a lanţului infinit de pătrate, 
conectate unul în interiorul celuilalt 
(fig.15), ştiind că vârfurile fiecărui 


R pătrat se află la mijlocul laturilor 
K 


Ke pătratului anterior. Toate pătratele sunt 
DN confecționate din sârmă omogenă 

suficient de subțire. Rezistența electrică 
a laturii pătratului cel mai mare este 
RAB = 1,5 Q. 


r 16. Două conductoare metalice, subțiri 
şi omogene, au aceeaşi rezistență electrică: Dintr-un conductor se 
confecționează o ramă pătratică ABCD, iar din celălalt - un triunghi 
echilateral EFG (fig.16). Un ohmmetru conectat între punctele E şi G indică 
i rezistenţa electrică r. Aflaţi rezistenţa electrică Rac 
între punctele A şi C şi de asemenea, Ras — 
rezistenţa electrică între punctele A şi B ale ramei 
pătratice. | 


17. Dintr-un conductor metalic omogen se 
confecţionează un contur închis de forma unui 
triunghi ABC. Măsurând rezistenţa electrică între 
vârfurile sale se constată că valorile lor se află în 
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raportul Rag:Rgc:Rac = 35:32: 27, Demonstraţi că ringi este 
dreptunghic. 


18. Dintr-un conductor metalic şi omogen cu lungimea de 1,8 m se 
confecţionează o ramă dreptunghiulară ABCD. Se constată că rezistenţa 
electrică între punctele B şi C este de 8/5 ori-mai mare decât rezistenţa 
electrică între punctele A şi B. Aflaţi suprafaţa dreptunghiului. Calculaţi de 
câte ori diferă rezistenţa electrică între A şi C faţă de rezistenţa electrică 
dintre A şi B. 
o TE Pimp 
19. Două conductoare subţiri, identice, sub formă 
de cerc de rază a, se sudează în punctele O şi O’ 
aşa cum se vede în fig.19. Rezistenţa electrică a 
unităţii de lungime a conductoarelor este A. 
` Arcele AO şi BO sunt egale şi au lungimea /. Să 
“se afle cum depinde rezistenţa electrică între 
punctele A şi B, de lungimea 7. 


Ag 


o' 20. Montajul din fig.20 conține două’ 
întrerupătoare şi cinci becuri identice. Montajul 
este conectat la o sursă de tensiune constantă. 
Considerând că inițial ambele întrerupătoare sunt 
închise , ordonaţi becurile în ordinea crescătoare a 
intensității luminii emise de ele. În ce poziţie 
trebuie să se afle întrerupătoarele K; şi K> , pentru 
ca becul B4 să emită lumină cu intensitate 
minimă? Argumentaţi răspunsul. 


21. o construcţie , având forma din fig.21 constă 


din sârme fotoconductoare, a căror conductivitate 
depinde de modul în care ele sunt iluminate. 
Triunghiurile reprezentate pe desen sunt 
echilaterale, iar distanţa L este cunoscută. La 
umbră, rezistenţa electrică a unităţii de lungime a 
fotoconductoarelor este A, iar la Soare este 4/2. 
Umbra Soarelui se mişcă cu viteza v aşa cum se 
vede pe figură. Construiţi graficul dependenţei 
rezistenţei electrice R(/) între punctele A şi B ale 
construcţiei, în funcţie de timp. La momentul 
iniţial tot sistemul este la Soare, iar limita umbrei trece prin punctul B. 
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22. Dintr-o bucată de conductor având rezistenţa electrică R şi acoperit cu 
un strat izolator se realizează un inel cu capetele sudate. Apoi inelul se 

răsuceşte sub forma cifrei opt, având cele două 
* jumătăţi identice (fig.22,a). La mijloc, unde 
conductorul se intersectează, nu există contact 
„electric. Exact la fel se pregăteşte un al doilea 
conductor identic. Se conectează mai departe, o 
baterie ideală la punctele de intersecţie a fiecărui 
conductor în formă de opt (pe fig.22,a se vede mai 
bine modul de conectare): unul din conductoarele care 
se intersectează se leagă la „plus”, iar celălalt la 
„minus”. În final, aceste două conductoare se 
“suprapun aşa cum se vede în fig.22,b şi se sudează 
„ între ele în punctele simetrice A şi B, 
rezistenţa electrică a porțiunii de 
conductor între A şi B fiind R/4. Să 
se determine rezistenţa electrică 
totală a ansamblului în raport cu 
punctele la care este conectată 
bateria. 


23. Montajul din fig.23 constă din 
2014 sectoare. Fiecare muchie 
reprezintă un rezistor cu rezistenţa . 
electrică de` 1 Q. Determinați 
rezistența electrică a montajului, 
între punctele A şi B. 


24. Din trei conductoare, fiecare cu 

rezistența electrică R = 96 Q, se 

confecționează trei inele şi se 

conectează ca în fig.24 , inelele 

c aflându-se în plane reciproc 
perpendiculare. Se cere rezistența echivalentă a 
ansamblului între bornele A şi B. 


D s 25. Pe fig.25 este reprezentată o rețea 
semiinfinită de rezistoare, fiecare latură 
reprezentând un rezistor cu rezistența electrică de 
1 Q. Se cere să se determine rezistența 


fig.24 
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echivalentă a reţelei între nodurile a) A şi 
B;b)AşiC;c)AşiD. 


26. Pe fig.26 este reprezentată o reţea 

electrică sub forma unei stele cu cinci 
colţuri, fiecare latură a acestei reţelei fiind 
un conductor cu rezistenţa electrică de 1 Q. 
Să se determine rezistența echivalentă a 
reţelei între: a) două noduri (1, 2, 3, 4, 5) 
oarecare; b) două vârfuri oarecare (A, B, C, 
D, E); c) între un vârf şi un nod. Se vor 
analiza toate variantele posibile. 


27. Într-o ramă pătratică confecţionată din 
material  supraconductor  (fig.27) se 
montează o plasă metalică cu 6x6 ochiuri 
pătrate. Între centrul O al plasei şi vîrful A al 
ramei se aplică o tensiune electrică Uoa = Uo 
= 4,6 V. Să se determine tensiunea electrică 
între punctele: a) O şi B; b) C și D; c) E și F. 


28. Un ohmmetru simplu se poate construi 
cu ajutorul unui miliampermetru cu scara de 
| mA, legat în serie cu o baterie de 1,5 V şi 
un rezistor cu rezistenţa variabilă, .cu 
ajutorul căruia se stabileşte valoarea de 
„zero” a ohmmetrului — adică în cazul 
scurtcircuitării bornelor ansamblului astfel 
realizat, acul miliampermetrului să devieze 
până exact la capătul scalei. Se pot măsura 
cu un asemenea ohmmetru rezistenţe de 1 Q 
„1 KQ , 1 MQ ? Ce rezistenţă va indica 
ohmmetrul, dacă la el se conectează o diodă . 
semiconductoare cu siliciu a cărei 
caracteristică voltamperică este arătată în 


fig.28? 
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29. Pe fig.29 este reprezentată o porţiune a unei 
reţele electrice de curent continuu. Rezistenţele 
electrice ale rezistoarelor sunt cunoscute şi se 
dau pe schemă. Toate cele trei voltmetre sunt 
identice. Primul voltmetru indică tensiunea U}, 

iar cel de-al doilea U2. Aflaţi indicaţia celui de- 
fig.29 al treilea voltmetru. 


30. Circuitul electric din fig.30 este construit din trei a) 
voltmetre identice şi trei rezistori identici. Indicația primului 

voltmetru este U, = 10 V, iar indicația celui de-al treilea i 
voltmetru este U3 = 8 V. Care este indicația voltmetrului al 


doilea? (v) 


31. Într-un  galvanometru, acul indicator deviază ti 

proporțional cu intensitatea curentului care circulă prin el. (v) 

Deviaţia maximă a acului se atinge dacă intensitatea 

curentului este /max: Galvanometrul are o rezistenţă electrică | 

proprie a cărei valoare se poate afla în intervalul RAR, cu 

© AR<<R. Din galvanometru se poate. confecţiona un (v) 

voltmetru, conectând în serie ce el un rezistor cu o fig.30 

rezistență Ry suficient de mare, sau un ampermetru, 

„ conectând în paralel cu el un rezistor cu rezistenţa RA. Să se determine 

erorile absolute maxime AU şi! Aale acestor aparate. Desenaţi calitativ 

graficele dependenţelor erorii relative de măsurare a tensiunii de către 
(v) voltmetru în funcţie de Ry şi a erorii relative de măsurare a 

intensității curentului electric de către ampermetru în 
© funcție de Rå. 


32. În schema din fig.32, bateria de jos are tensiunea 
O electromotoare 5 V, iar voltmetrul de jos indică 6 V. Aflaţi 

tensiunea celei de-a doua baterii şi indicațiile celorlalte 
fig.32 două- voltmetre. Toate voltmetrele sunt identice, iar 
bateriile, ideale. 


33. Două baterii cu tensiunile electromotoare 3 V şi 6 V sunt conectate în 

SA „SN serie şi Ja bornele grupării sunt legate două voltmetre 
identice, de asemenea conectate în serie. După ce se 
leagă un rezistor între punctul de conexiune al bateriilor 
şi cel al voltmetrelor (vezi fig.33) indicaţia unuia din 
gs33 voltmetre s-a mărit până la 5V. Ce va arăta acest 
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voltmetru dacă al doilea voltmetru se deconectează ? Bateriile sunt ideale. 


34. O schemă-punte (fig.34) cu patru rezistoare este 
conectată la o baterie. Pe diagonala punţii se 
conectează în serie o altă baterie — a cărei t.e.m este 
cunoscută şi este 12V — şi un ampermetru ideal. În 
aceste condiţii indicaţia ampermetrului este 5 mA. 
După ce se inversează bornele bateriei de 12 V, 
curentul prin ampermetru îşi schimbă sensul şi devine 35 mA. Apoi se 
schimbă între ele locurile celor două baterii — şi curentul indicat devine nul. 
Ce va indica acum ampermetrul dacă la una din baterii se inversează 
bornele ? Bateriile sunt ideale. 


35. La bornele unei baterii sunt conectate în serie trei voltmetre. Indicaţiile 
voltmetrelor sunt, în aceste condiţii, 0,5 V, 1 V şi 2 V (se vede că s-au 
nimerit trei voltmetre diferite). Modificăm 
circuitul. Legăm acum două voltmetre în 
paralel şi la ele îl legăm în serie pe al 
treilea. La bornele acestei grupări, legăm 
bateria. Se constată că unul din voltmetre 
nu-şi modifică indicaţia. Ce vor indica 
celelalte două voltmetre? Bateria se va 119.36 
considera ideală şi tensiunea ei electromotoare constantă. 


36. La o baterie ideală cu tensiunea electromotoare Uo = 1,3 V se 
conectează un circuit electric sub formă de punte, care este alcătuit din trei 
voltmetre identice şi două  miliampermetre identice, unul din 
miliampermetre fiind conectat ca diagonală a punţii (vezi fig.36). Se ştie că 
indicaţiile miliampermetrelor diferă de 3 ori una faţă de alta. Determinaţi 
indicaţiile fiecăruia din cele trei voltmetre. Rezistenţa unui voltmetru este 
mai mare decât a miliampermetrelor. 
A | 
37. Voltmetrele cu ac indicator (analogice), de clasă de 
(A) precizie mare, au, de regulă, o rezistenţă electrică foarte 
mică şi conectarea lor în circuite, pentru măsurarea 
c tensiunii, în multe cazuri este pur şi simplu inadmisibilă, 
pentru că se modifică prea mult regimul de funcţionare al 
© circuitului (tensiunea între punctele între care se doreşte 
măsurarea, la conectarea voltmetrului, devine pur şi. 
B p simplu, alta!). Pentru măsurarea tensiunilor de ordinul a 5 
_fig.37 V se propune folosirea schemei care constă dintr-un 
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voltmetru de precizie V, cu scara de 10 V, rezistența proprie 1000 Q, clasa 
de precizie 0,2 (adică eroarea nu depăşeşte 0,2% 'din valoarea maximă a 
scării) şi dintr-un microampermetru A — cu valoarea maximă de pe scară 
100 HA, rezistenţa electrică proprie 1000 Q, clasa de precizie 2,5. La 
bornele A şi B ale schemei (fia.37) se aplică tensiunea de măsurat, iar între 
bornele C şi D se conectează un generator de tensiune reglabilă, a cărei 
tensiune se poate modifica continuu pe un interval mare de valori. În timpul 
măsurării tensiunii aplicate între A şi B, se modifică lent tensiunea de la 
generatorul variabil până se atinge o valoare minimă a curentului prin 
microampermetru. Ca rezultat al măsurătorii se ia indicaţia voltmetrului 
atunci cînd curentul prin microampermetru este nul. Vom considera că 
intensitatea curentului minim determinată în mod ferm cu ajutorul 
microampermetrului este 2 pA. Determinaţi eroarea de măsurare a 
„voltmetrului” astfel obţinut şi rezistenţa sa electrică. 


38. Un voltampermetru analogic, cu mai multe scări de măsurare în curent 
continuu, este construit pe baza unui microampermetru de precizie cu 
deviația maximă 100 uA şi rezistenţa electrică 850 O. Cu ajutorul unui 
comntator cu mai multe poziţii, la aparat se conectează rezistori bine 
“calibraţi — rezistenţe . adiţionale pentru măsurarea tensiunilor şi şunturi 
;pentru măsurarea intensităţilor curenților. Scările de măsurare a tensiunilor 
sunt 1 V, 10 V şi 100 V, iar scările pentru măsurarea intensităţilor sunt 1 
mA, 10 mA şi 100 mA. Am dori să avem mai multe scări de măsurare 
situate între aceste valori, dar nu dorim să transformăm radical construcţia 
unui aparat comod şi precis. Pe panoul frontal al aparatului există un 
comutator separat, care nu este folosit în timpul” funcţionării aparatului. 
Comutatorul are două poziţii — deci are trei borne. Într-una din poziţii sunt - 
conectate contactele 1 şi 2, iar contactul 3 este deconectat; în cealaltă 
poziţie, este deconectat contactul 2 şi sunt conectate contactele 1 şi 3. 
Propuneţi şi calculaţi o schemă simplă care să permită „extinderea” fiecărei 
Scări a aparatului de 3 ori (scara de măsurarea a tensiunilor de 10 V să 
devină 30 V, scara de măsurare a intensității curentului de 1 mA să devină 
de 3 mA, ş.a.m.d.) într-una din 
poziţiile acestui comutator, iar 
în cealaltă poziţie să rămână la 
fel ca la început. Aceste poziţii 
A ale comutatorului se pot nota 
a pe panoul frontal cu x1 şi x3. 


39. Şapte rezistoare cu rezistenţele R, = 1 KO, R =2 KQ , R; = 0,5 kQ , R4 
= 2,5 k0, R; =2 kQ , Re = 1 kQ şi R} = 1 KQ sunt conectate la o tensiune 
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constantă U = 30 V, ca în schema din fig.39. Determinaţi indicaţiile celor 
patru instrumente de măsură conectate ca în figură. Toate elementele 
circuitului se consideră ideale. 


40. Un circuit electric constă din cinci rezistoare şi 
două ampermetre ideale (fig.40). Valorile rezistenţelor 
Ro , Rı şi R2 se cunosc, iar valoarea lui R; este 
necunoscută. Aflaţi intensitatea curentului electric 
indicată de ampermetrul A, , dacă intensitatea 
curentului electric J} prin ampermetrul A, este 
cunoscută. 


fig.40 


41. La o baterie se conectează un ampermetru (în general vorbind, nu se 
face aşa) şi el indică o intensitate a curentului electric de 1 A. În paralel cu 
el se mai conectează încă un ampermetru identic. Acum ele împreună indică 
1,2 A: Câţi amperi vor indica împreună 2008 asemenea ampermetre 
conectate în paralel la bornele bateriei? 


R 
42. Un ampermetru obişnuit, cu ajutorul unor 
transformări simple, se poate transforma într-un aşa 
Vo numit multimetru, un aparat cu ajutorul căruia se pot 
id măsura mai multe mărimi fizice (intensitatea 
R curentului electric, tensiunea electrică; rezistenţa 


electrică, etc.). Pentru aceasta, trebuie ca într-un mod 
oarecare să se conecteze la ampermetru diverşi 
rezistori cu rezistenţe electrice bine calculate înainte. 
/ fig.42,b Consideraţi că aveţi la dispoziţie un set de rezistori 
care pot avea orice valoare a rezistenţei lor electrice. 
Rezistenţa electrică a ampermetrului este Ry = 1,0 Q, intensitatea maximă a 
curentului care poate trece prin ampermetru este Jmax = 2,0 A, iar valoarea 
unei diviziuni de pe scara aparatului (valoarea minimă a intensității 
curentului care poate fi măsurată) este 67 = 0,10 A. - 
a) Cu ajutorul ampermetrului trebuie măsurată intensitatea curentului într- 
un circuit conectat la o tensiune constantă Uo = 36 V (fig.42,a). Desenaţi 
schema de conectare a ampermetrului pentru îndeplinirea acestei sarcini. 
Între ce limite se poate modifica rezistenţa R a circuitului pentru ca să se 
poată măsura cu ajutorul ampermetrului intensitatea curentului electric? 
Care este eroarea de măsurare a intensității curentului, datorată existenţei 
rezistenţei proprii a ampermetrului? Cum trebuie „modificat” ampermetrul 
pentru ca să putem măsura cu ajutorul lui o intensitate a curentului de n = 5 
ori mai mare decât Zmax? 
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b) Cu ajutorul ampermetrului trebuie să măsurăm acum tensiunea pe un 
rezistor conectat la bornele unei surse de curent constant = 10 A 
(fig.42,b). În cazul folosirii unei asemenea surse, intensitatea curentului nu 
depinde de rezistenţa circuitului exterior. Cum trebuie „modificat” 
ampermetrul pentru ca să putem măsura cu el tensiunea pe rezistor? 
Desenaţi schema de conectare a ampermetrului pentru obţinerea scopului 
propus. Stabiliți legătura dintre indicaţia ampermetrului şi tensiunea 
măsurată. Între ce limite se poate modifica rezistenţa rezistorului R, pentru 
ca să se poată măsura cu ampermetrul dat tensiunea electrică? 

c) Cu ajutorul ampermetrului trebuie să măsurăm rezistenţa electrică a unor 
rezistori necunoscuţi. Avem la dispoziţie o baterie de tensiune constantă Uo 
= 4,5 V, care nu depinde de rezistenţa circuitului exterior. Desenaţi schema 
de conectare a ampermetrului pentru atingerea scopului dat. Ce rezistenţe se 
pot măsura cu ajutorul aparatului pe care-l avem la dispoziţie? Stabiliţi 
legătura dintre indicaţiile ampermetrului şi rezistenţa măsurată. 


43. Şase rezistoare având rezistenţele 
electrice Ri = 1 Q, R2= 2 Q, R3=30, 
R= 40, R;= 50 şi Rs = 6 Q, sunt 
conectate la o sursă ideală de tensiune 
Uo = 5,1 V aşa cum se vede în fig.43 
Intre rezistoare se conectează şi două 
voltmetre şi un ampermetru, toate 
ideale. Să se determine indicaţiile 
acestor instrumente de măsură. i 


44. Şase rezistori cu rezistențele 
electrice Ri = 1 kQ, R:=2 KQO, R,=3 
kO şi R4 = 4 KQ, se conectează între ei 
ca în fig.44 , iar între bornele A şi B se 
aplică o tensiune U9 = 33 V. Să se 
determine indicațiile  ampermetrelor 
fig.a4 ideale, conectate conform schemei din 
figură. 


45. Două voltmetre diferite conectate în serie la un generator de tensiune 
electromotoare necunoscută indică tensiunile U, = 2U, = U = 6,5 V. Dacă 
voltmetrele se conectează la generator în paralel, ele indică aceeaşi tensiune 
U, = 8 V. Determinaţi valoarea tensiunii electromotoare a generatorului. 
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fig.46 


O 
2 


fi ig.47 


două voltmetre, indicaţiile ampermetrelor devin J? 


Care vor fi indicaţiile voltmetrelor 
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46. În circuitul electric din fig.46 
intensitatea curentului care circulă prin 
rezistorul R3 este 1 mA. Rezistenţele 
electrice ale rezistorilor sunt R; = 1 
kO, R3 = 3 kQ. Precizaţi sensurile 
curenților prin fiecare rezistor şi aflaţi 
tensiunea electromotoare Æ a bateriei 
ideale. Cu câţi miliamperi diferă 
indicaţiile celor două ampermetre 
ideale? 


47. Două voltmetre şi două 
ampermetre sunt conectate într-un 
circuit electric aşa cum se. vede în 
fig.47. Indicaţiile voltmetrelor sunt U, 
90 V; U 12 V, iar ale 
ampermetrelor sunt 7; = 1,4 A , D = 0,4 
A. Dacă se inversează locurile celor 
= 2,3 A, h' =04A. 
dacă se inversează locurile celor două 


ampermetre ? Tensiunea de alimentare a circuitului nu se schimbă. 


Q 
2 


B 


fig.49 


48. Să se determine indicațiile celor 
patru voltmetre, V, VA , dim 
rețeaua infinită din fig.48, dacă al 
cincilea voltmetru indică tensiunea 
U; 2 V. Toate aparatele sunt 
identice. 


49. Un voltmetru magnetoelectric 
este conectat la patru generatoare 
electrice ideale, cu tensiunile 
electromotoare E, = 1 V, E2 =2 V, 
E; = 3 V, E4 = 4 V (fig.49). Pentru 
limitarea curenților, în schemă se 
includ patru rezistori cu rezistențele 
electrice Ry = 1 KQ, R: = 2 kQ, R; = 
3 KQ, R; = 4 kQ. Dacă voltmetrul 


magnetolelectric este înlocuit cu un voltmetru electrostatic, se constată că 
indicațiile acestuia din urmă vor fi de două ori mai mari decît ale primului. 
Aflaţi intensitatea curentului care circulă prin voltmetrul magnetoelectric. 
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Indicaţie: Voltmetrul electrostatic este un voltmetru ideal, pe când 
voltmetrul electromagnetic are o rezistenţă electrică proprie, finită. 


R DT 


50. Un element de circuit neliniar, pasiv, DT 
(diodă tunel) este conectat în serie cu un 
rezistor având rezistenţa electrică R = 500 O la 
bornele unei surse de tensiune continuă, 
reglabilă (fig.50,a). Caracteristica voltamperică 


a diodei este reprezentată pe fig.50,b. Construiţi 


I(mA) 


graficul dependenţei intensității curentului 
electric prin circuit în funcţie de tensiunea 
aplicată de la sursă, dacă aceasta variază 
lent de la 0 la 2 V şi apoi invers de la 2 la 0 
V. 


51. Să se determine graficul dependenței 
tensiunii de la bornele rezistorului R (fig.51) 
în funcţie de valoarea rezistenţei acestui 
rezistor. Tensiunea electromotoare d fiecărui 
generator este Æ, iar rezistenţa interpă este r. 
Dioda se va considera ideală (rezistenţa 
electrică a diodei este zero, la polarizare 
directă (când conduce curentul electric) şi 
infinită la polarizare inversă (când nu 
conduce curentul electric). 


52. na electrică din fig.52 constă din 
doi rezistori identici Rə şi R3, având 
rezistența electrică R fiecare, precum şi doi 
rezistori neliniari identici, R, şi R4 , a căror 
caracteristică voltamperică este de forma 
U =al’ (unde a este un coeficient constant 
cunoscut). Pentru ce valoare Uo a tensiunii 
sursei de alimentare, intensitatea curentului 
electric prin galvanometrul G este zero? 


53. Un circuit electric (fig.53) constă dintr- 
o baterie ideală de tensiune electromotoare 
Uo, un ampermetru ideal şi patru elemente 
neliniare identice, la care dependenţa 
intensității curentului prin ele în funcţie de 
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tensiunea de la bornele elementului diferă de 
cea dată de legea lui Ohm şi este Z=aU? , 


pentru fiecare element. Ce intensitate I) a | 
curentului electric indică ampermetrul? U(4) | | 


54. În anumite situaţii, pentru protecţia fig.53 
aparatelor electrice faţă de variaţii mari ale 
tensiunii de alimentare, se foloseşte un element semiconductor neliniar — 
aşa numitul „varistor”, care se conectează în paralel cu aparatul care trebuie 
protejat. Rolul aparatului, în fig.54,a este îndeplinit de rezistorul Rs. În acest 
- montaj, Rs = 10 O, iar R este o 
rezistenţă-balast avînd valoarea R = 
10 Q. VDR (Voltage Dependent 
Resistor) este varistorul a cărui 
caracteristică  voltamperică este 
prezentată pe  fig.54,b. Indicaţia 
ampermetrului este /, iar Æ este 
tensiunea . electromotoare a 
generatorului, considerat ideal. În 
regim nominal, ampermetrul indică o 
intensitate a curentului electric egală 
cu/=19=1,0A. 
a) Determinaţi tensiunea la intrare E, 
__ în regim nominal şi de asemenea 
Uw — tensiunea la bornele 
varistorului şi intensitatea curentului 
ĪIyprı care trece prin el. 
b) Să presupunem că tensiunea de 
alimentare creşte de două ori, adică 
L uw) devine E> = 2E,. Determinaţi cu cât 
fig.54,b se va mări tensiunea pe sarcină 
(aparat) şi cu cât se modifică 
intensitatea curentului care trece prin varistor. | 


R x 55. Un circuit electric (fig.55,a) constă dintr-un 
rezistor R şi un element neliniar X, conectate în 
serie. Caracteristicile  voltamperice ale 

| elementelor R şi X sunt date pe fig.55,b. In 
U intervalul 0 <U <U,, caracteristicile ambelor 


fig.55,a : elemente coincid. Circuitul se alimentează la o 
tensiune oarecare U. a) Determinaţi fracțiunea fi 
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din căldura totală disipată pe circuit, care revine elementului neliniar, în 
situaţiile U <U, şi U = 4U; b) Conectăm în 
serie încă un element neliniar X. Reprezentaţi 
caracteristica voltamperică pentru cele două 
elemente neliniare legate în serie şi determinaţi 
fracțiunea f din căldura totală disipată în 
circuit, care revine ambelor elemente neliniare 
legate în serie, în cazul U = 4U; c) Conectăm 
acum al doilea element neliniar X în paralel cu 
o U primul.  Reprezentaţi grafic caracteristica 
voltamperică a celor două elemente legate în 
paralel şi calculaţi ce fracțiune f; din căldura totală disipată pe circuit, revine 
ambelor elemente neliniare legate în paralel, pentru cazul U=4Uo. 


56. Rezistenţa electrică a unui bec 
cu incandescenţă se modifică 
sensibil în funcţie de intensitatea 
luminii emise, adică în funcţie de 
intensitatea curentului prin bec. Pe ` 
fig.56 este trasat graficul acestei 
dependențe. Becul se conectrează 
în serie împreună cu o rezistenţă de 
sarcină R = 30 Q la o tensiune U = 
xa 20 V. Să se afle intensitatea 
curentului prin acest circuit. 


37) La trecerea curentului electric printr-un bec cu incandescenţă, filamentul 
acestuia se încălzeşte şi de aceea se schimbă rezistenţa 
o electrică a becului. În unele cazuri se poate considera 
că intensitatea curentului prin bec este proporţională 
cu rădăcina pătrată a tensiunii de la capetele becului, 


P =aņļU (a fiind un coeficient cunoscut). Un astfel 

fig.57 de bec a fost conectat în serie cu un rezistor de 

rezistență electrică Ro şi ansamblul s-a legat la bornele 

unei baterii ideale cu tensiunea electromotoare constantă Uo (fig.57). Să se 

determine intensitatea curentului prin circuit şi să se traseze calitativ 

graficul dependenţei intensității curentului din circuit în funcţie de tensiunea 
0 i 


58. Pe fig.58 este reprezentată caracteristica voltamperică a două elemente 
de circuit legate în paralel: un rezistor cu rezistența R = 200 O şi un element 
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I(mA) necunoscut Z. Folosind caracteristica 
5 dată să se construiască caracteristica 
40 voltamperică a elementului necunoscut 
Zr Zi 
20) ; A 
59. Dioda semiconductoare este un 
10 


element de circuit care conduce 
Rp Eu curentul electric numai într-un singur 
fi9.58 sens. Tensiunea minimă de la capetele 
l diodei, la care ea începe să conducă, se 
numeşte tensiune de deschidere. Pe fig.59,a este 
reprezentată caracteristica voltamperică a unei 
diode cu rezistența electrică neglijabilă şi 
tensiunea de deschidere U = 1 V. Desenaţi 
schema electrică a unui ansamblu format din 
două diode şi doi rezistori, a cărui caracteristică 
voltamperică este reprezentată pe fig.59,b. Ce 
valori au rezistențele rezistorilor? 


60. O siguranță fuzibilă cu fir de plumb, având 


diametrul d = 0,3 mm se topeşte dacă prin ea 
trece un curent de intensitate /, = 1,8 A. O altă 
siguranță fuzibilă, tot cu fir de plumb, dar de 
diametru D = 0,6 mm, se topeşte la un curent de 
intensitate = 5 A. La ce intensitate a 
curentului electric se vor topi siguranțele 
fuzibile construite din: a) două fire ca cele de 
mai sus conectate în paralel; b) douăzeci de fire 
subțiri şi unul gros conectate în paralel ? -1 0 1 2 3"'u(v) 
Lungimile tuturor firelor se consideră egale. fig.59,b 


61. Un conductor rectiliniu cilindric este conectat la un generator de 
tensiune constantă. În timpul în care prin conductor circulă curent electric 
temperatura conductorului depăşeşte temperatura aerului înconjurător cu 


AT, = 10 C . Se scurtează conductorul cu p = 20% faţă de lungimea iniţială 


şi din nou se conectează generatorul. Cu cât se va modifica temperatura 
conductorului? Se va neglija variaţia rezisitivităţii conductorului în funcţie 
de temperatură. 


62. Siguranţa unui circuit de curent electric este alcătuită din două fire 
fuzibile conectate în paralel. Unul dintre ele are rezistenţa electrică R, şi 
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admite un curent maxim de intensitate /imax, iar al doilea are rezistenţa 
electrică R, şi admite curentul maxim de intensitate /zmay. Care este valoarea 
maximă a intensității curentului electric pe care o poate suporta siguranţa 
astfel construită ? 


63. Dintr-o bucată de cupru cu masa de 4,5 kg se confecţionează un 
paralelipiped drept, care se foloseşte ca element de încălzire, alimentat la o 
sursă de tensiune constantă. Puterile disipate prin efect termic, pentru cele 
trei tipuri de conectare ale paralelipipedului se află în raportul 1:2:8. 
Determinaţi dimensiunile paralelipipedului, dacă densitatea cuprului este p 
= 9,0-10” kg/m?. Conectarea conductorului de cupru în circuit se face cu 
ajutorul unor plăci late care se aplică la feţele opuse ale paralelipipedului 
prin presare. Efectele de margine şi peliculare pentru curenţi se neglijează. 


64. Un rezistor sub formă de spirală cu rezistenţa de 160 Q este folosit ca 
fierbător alimentat la o reţea cu tensiunea de 220 V. Fiind scufundat într-un 
vas de 3 litri cu apă, după un timp suficient de lung, fierbătorul aduce apa la 
45*C. Cum trebuie modificată lungimea spiralei, pentru ca în aceleaşi 
condiţii apa din vas să înceapă să fiarbă? Temperatura aerului din cameră 
este 20°C. | 

| 
65. La o sursă de tensiune constantă se conectează un conductor din nichel. 

bd j A’ w i op" 

După un timp foarte lung el îşi măreşte temperatura cu A/, =100*C. Cu 
câte grade se va încălzi un conductor identic, conectat la aceeaşi sursă, dar 
cu lungimea de două ori mai mică? Se neglijează fenomenele de dilatare 
termică, iar legea de variaţie a rezistivităţii în funcţie de temperatură se va 


considera de forma p=p(l+a4r), unde a =0,0050K"!, Ar- variaţia 
temperaturii, iar p, - rezistivitatea la temperatura iniţială. 


66. La o viteză constantă pe orizontală a unui tramvai, v = 30 km/h, prin 
circuitul electromotorului trece un curent electric de intensitate 30 A. Viteza 
maximă constantă a mişcării orizontale a tramvaiului este 70 km/h. 
Considerând că forţele de rezistență sunt proporţionale cu viteza 
tramvaiului, iar rezistenţa activă a motorului este constantă, evaluaţi ce 
intensitate are curentul electric prin circuitul motor, dacă tramvaiul este în 
repaus. (Pentru a compensa valorile mari ale intensității curentului, în 
circuit se conectează un reostat, care în problema de față nu se ia în 
considerare. Valorile standard ale tensiunii, folosite în industrie şi - 
transporturi sunt 380 V, 550 V şi 660 V). 
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67. Pentru încălzirea continuă a apei se foloseşte următoarea instalaţie. Apa 
circulă încet prin spaţiul dintre doi cilindri 
metalici coaxiali, ale căror raze sunt R, şi 
R, , distanţa dintre cei doi cilindri fiind 
mult mai mică decât razele lor (fig.67). 
Lungimile celor doi cilindri sunt egale cu 
l. Celor doi cilindri li se aplică o tensiune . 
electrică constantă U. Cu ce viteză: v 
trebuie să circule apa între cilindri, astfel 
încât ea să reuşească să se încălzească cu 
At grade? Se vor considera cunoscute 
rezistivitatea electrică şi căldura specifică 
a apei. Pierderile de căldură se neglijează. 


68. Un conductor din grafit, a cărui 
rezistenţă electrică depinde de 
temperatură, este conectat la o sursă de 
tensiune a cărei valoare, este U. 
fig.67 Dependenţa rezistenței electrice a 
conductorului de temperatură este 

descrisă de formula R= R, (1-at) „unde Ry, œ — sunt mărimi constante şi 


pozitive, iar £ este temperatura conductorului exprimată în grade Celsius. 

Conductorul se află într-un mediu în care temperatura se păstrează constantă 

şi egală cu 0°C. Puterea termică P, transmisă de conductor mediului, este 

proporţională cu diferența At dintre temperatura mediului şi a conductorului 
/ P = BAt, unde £ este un coeficient pozitiv. 


- a) exprimaţi dimensiunea coeficienţilor Ry, a, f; 
b) aflaţi dependenţa temperaturii de echilibru a conductorului, în funcţie de 
tensiunea sursei şi construiți calitativ graficul acestei dependențe; 
c) aflaţi dependenţa intensității curentului prin conductor, la echilibru, în 
funcţie de tensiunea sursei şi construiți calitativ graficul acestei dependențe. 
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69. Un elev, tehnician amator, a demontat un 
motoraş de la o jucărie electrică şi a decis să 
facă un studiu mai amănunţit a 
caracteristicilor acestui motoraş. În 
laboratorul de la şcoală, elevul a găsit o sursă 
stabilizată de tensiune constantă, un reostat, 
un ampermetru, un voltmetru şi o cutie cu 
greutăți de mase cunoscute. Cu acestea , 
elevul nostru construieşte montajul din fig.69 
şi fixează motoraşul la capătul mesei. Apoi el 
înfăşoară pe axul rotorului o aţă de capătul căreia leagă o greutate marcată. 
Cu acestea, elevul a început experienţele. Primele rezultate l-au uimit pe 
elev. Modificând valoarea rezistenţei reostatului, indicaţiile celor două 
instrumente nu se modifică! Nici ale voltmetrului, nici ale ampermetrului. 
Se modifica numai viteza cu care se ridica greutatea. Dacă se schimba 
greutatea marcată cu alta, având altă masă, se modifica intensitatea 
curentului prin circuit. Până la urmă elevul ajunge la concluzia că 
intensitatea curentului prin circuitul motorului este proporţională cu masa 
corpului care se ridică: | 
| 1 =km | 
unde” k este un coeficient constant pe care elevul nostru îl determină 
experimental (şi noi îl vom considera cunoscut). À 
Pentru explicarea rezultatelor experimentale obținute 'se vor considera 
cunoscute: | 
- tensiunea constantă a sursei, Uo ; 
- rezistenţa înfăşurărilor motoraşului electric, Ro ; 

- limitele de variaţie ale rezistenţei electrice a reostatului: de la zero 

la Rm; 


- masa corpului agăţat de aţă ; 

- valoarea accelerației gravitaționale g . 
a) Scrieţi sistemul de ecuaţii care descriu funcţionarea motoraşului şi care 
permit calcularea intensității curentului prin circuit şi a vitezei de ridicare a 
greutăţii marcate în funcție de rezistența reostatului. 
b) Aflaţi dependenţa vitezei de ridicare a greutăţii marcate în funcţie de 
rezistenţa reostatului. | | 
c) Aflaţi masa maximă a greutăţii marcate care poate fi ridicată de motoraş. 
d) Aflaţi dependenţa randamentului motoraşului de viteza de ridicare şi de 
masa greutăţii marcate. | 


70. a) Trei conductoare subţiri, având acelaşi diametru şi aceeaşi lungime, 
din fier, cupru, respectiv aluminiu, sunt conectate în serie la o sursă de 
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= 


înaltă tensiune. Care din conductoare se topeşte primul? Se va lua 
temperatura iniţială a conductoarelor fọ = 0°C. Dependenţa rezistenţei 
electrice de temperatură şi disiparea căldurii în mediul exterior poate fi 
neglijată. 

b) Care dintre conductoare se va topi primul după ce ele se conectează în 
paralel la bornele sursei de înaltă tensiune? 

Se dau: 


Conductorul | Rezistivitatea | Densitatea Căldura Temperatura 
electrică (kg/m) specifică | de topire (°C) 
(0-m) (kJ/kg:K) 


2,8-10% 2700 | 0,88 | 660 | 
1,7:10% 8900 1083 
9,8-10% 7800 1535 


71. Un reşou electric are două rezistenţe spiralate (două elemente de 
încălzire), care se pot conecta fiecare separat, fie ambele în serie, fie ambele 
în paralel. Vom considera că rezistenţele electrice nu depind de temperatură. 
Se constată că dacă se conectează la tensiunea de alimentare numai prima 
rezistenţă, reşoul se încălzeşte până la temperatura 4 = 180°C, iar dacă se 
conectează numai a doua rezistenţă, reşoul se încălzeşte până la temperatura 
t = 220°C. Până la ce temperatură se va încălzi reşoul dacă: a) conectăm 
rezistenţele în serie; b) conectăm rezistenţele în paralel. 

Indicaie. Fluxul de căldură de la reşou spre mediul exterior este 
proporţional cu diferenţa dintre temperatura reşoului şi cea a mediului 
exterior. Temperatura mediului exterior se va considera constantă şi egală 
cu 20°C. i 


72.. Un conductor cilindric de rază r, = 2,0 mm şi lungime /, = 50 cm 

(fig.72) este conectat la o sursă de tensiune 

4 constantă şi se încălzeşte până la o 

temperatură maximă 4 = 57°C. Până la ce 

temperatură 4 se va încălzi acelaşi conductor, 

dacă el se va alungi uniform până la lungimea 

fig.72 Il» = 1 m? Se ştie că puterea termică de răcire 

“Pr este direct proporţională cu diferenţa 

dintre temperatura conductorului 4 şi temperatura mediului exterior f = 

0,0*C şi cu suprafaţa conductorului Š: 

Pa Salut )S 
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unde a este un coeficient constant pentru substanţa din care este făcut 
conductorul. Se va considera că în timpul întinderii conductorului, volumul 
său şi rezistivitatea sa electrică nu se modifică. 
R(2) i 

73. Avem la dispoziție trei becuri de 
tensiune nominală 110 V şi puteri 40, 60 şi 
100 W. Cum trebuie conectate ele la reţeaua 
de 220 V, pentru ca să funcţioneze normal? 


I(A) 74. Rezistenţa electrică a unui element de 
circuit L depinde de intensitatea curentului 
care trece prin el (fig.74a) (figura 

reprezintă o caracteristică idealizată a unui bec cu 
1(L) incandescenţă). Construiţi caracteristica voltamperică 
a acestui element. Ce putere se degajă pe fiecare din 
două asemenea elemente care sunt conectate în serie 
la o reţea cu tensiunea de 48 V? Trei asemenea 

2() C) elemente sunt conectate ca în fig.74,b. Care. va fi 

' intensitatea curentului prin fiecare element, ştiind că 
tensiunea reţelei de alimentare este 275 V? 


ec 75. Un fierbător constă dintr-un rezistor liniar şi 


;Vertical de [oaie l, la care rezistenţa pe unitatea de lungime este A. 
Fierbătorul se scufundă lent, cu viteza v, la adâncimea h, într-un pahar cu 
“apă (h > D, după care, cu aceeaşi viteză se 

Scoate afară. Fierbătorul este conectat la o r 

reţea de tensiune U constantă, iar capacitatea 
calorică a paharului împreună cu apa este C. 
Neglijând pierderile de căldură şi vâscozitatea 
lichidului, să se calculeze variaţia de 
temperatură a apei în timpul unei asemenea 
încălziri. 


76. Un încălzitor electric constă din două tije 
paralele de lungime 2£, aflate la distanţa 2a 
una faţă de alta (fig.76) şi un regulator AB 
care are posibilitatea să se rotească în jurul 
punctului O. Rezistenţa electrică a fiecărei tije 
este R = 100 Q, iar regulatorul are rezistenţa 
electrică nulă. Tijele sunt conectate la o sursă 
de tensiune constantă U = 210 V, aşa cum se 
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vede pe desen. Cu ajutorul acestui încălzitor, o masă de apă M = 2 kg este 
adusă la fierbere. Temperatura iniţială a apei este 09 = 16°C. Să se 
determine timpul necesar până la începerea fierberii, 7, în funcţie de unghiul 
p pe care îl formează regulatorul cu orizontala şi să se traseze graficul 
dependenţei lui ż de valoarea lui tgp. Căldura specifică a apei este c = 4200 
J/kg:K. Pierderile de căldură şi rezistenţa conductoarelor de legătură se 
neglijează, L = 20 cm , a = 10 cm. 


U 77. La o sursă ideală de tensiune este conectat un rezistor de 
rezistenţă R (fig.77). Tensiunea sursei este U. Temperatura T a 
rezistorului depinde de timpul + după formula T= +æ, 


unde To şi a sunt constante cunoscute. Rezistorul are masa m 

R şi este confecţionat dintr-un material cu căldura specifică c. Să 

fig.77 se calculeze puterea termică care este disipată de către rezistor 
în mediul exterior. 


78. Rezistenţa pe unitatea de lungime a unui conductor este, la temperatura 
camerei, Ag. Dacă temperatura conductorului creşte cu AT, puterea termică 
disipată de unitatea de lungime de conductor este q = BAT .Să se determine 


ce lungime trebuie să aibă conductorul pentru ca atunci când la capetele sale 
se aplică o tensiune U, puterea dispată de conductor să fie P. Se cunosc a -— 
coeficientul termic al rezistivităţii şi, de asemenea, coeficientul de 
proprţionalitate f ; AT este o necunoscută. Se neglijează orice efect de 
dilatare. 


79. Rezistenţa unui conductor se modifică în funcţie de temperatură după 
legea liniară R=R(1+&At), unde Rọ este rezistenţa electrică la 


temperatura fo = 0°C, Ar = t — tọ. Cum trebuie să se modifice în funcţie de 
timpul 7, tensiunea U = U(2) aplicată la capetele conductorului , astfel încât 
temperatura conductorului să crească liniar în timp: Ar = JAT? Capacitatea 
calorică a conductorului este C, iar pierderile de căldură în mediul exterior 
se neglijează. 


80. Bolometrul este un dispozitiv pentru măsurarea energiei radiaţiei (a 
luminii). Bolometrul reprezintă un conductor subţire de cupru, înnegrit şi 
închis într-un tub de sticlă vidat. La iluminarea conductorului cu ajutorul 
unui singur impuls laser, acesta se încălzeşte atât de repede, încât pierderile 
de energie prin radiaţie termică şi termoconductivitate se pot neglija. 
Încălzirea conductorului implică însă creşterea rezistenței sale electrice. În 
funcție de mărimea variației rezistenței electrice putem calcula energia 
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impulsului laser. Un reglaj corect al bolometrului presupune ca toată 
radiaţia laser să cadă pe conductor (şi nu să treacă parţial pe lângă el). 

În timpul studiului unui laser de construcţie nouă s-a constatat că variaţia 
rezistenței electrice care apare după fiecare impuls laser, a conductorului 
bolometrului, este prea mică. De câte ori trebuie modificat diametrul 
conductorului, astfel încât pentru o energie dată a impulsului laser, variaţia 
rezistenţei să crească de k = 10 ori ? 


81. Într-un vas cu apă, a cărei temperatură este egală cu temperatura 
mediului exterior fọ = 20°C, se află un element de încălzire care are 
rezistenţa electrică R = 10 Q, ale cărui borne de legătură se află în exteriorul 
vasului. Până la ce temperatură maximă ż se poate încălzi apa cu ajutorul a 4 
baterii, fiecare cu. tensiunea electromotoare E şi rezistenţa internă r ? Cum 
trebuie conectate bateriile pentru aceasta ? Consideraţi că rezistenţa 
electrică a elementului de încălzire nu depinde de temperatură şi puterea 
termică disipată în mediul exterior este proporţională cu diferenţa de 


temperatură, ran = a(t- ) „unde a= 0,2 J/s-*C. 
T 


82. Un circuit electric (fig. 82,a) constă dintr-un rezistor 
cu rezistența 'electrică R, un element neliniar Z şi o 
sursă ideală de tensiune, cu tensiunea electromotoare E. 
Elementul neliniar are caracteristica voltamperică dată 
în fig.82,b, alăturată. Determinaţi pentru ce valoare a 
intensității curentului J (exprimați în funcție de E, Up şi 
R), puterea P disipată pe elementul Z va fi maximă. Cât 
este această putere maximă ? 


fig.82,b 


"83. În schema din fig.83, bateria este ideală. 
Între punctele A şi B se conectează în serie un 
rezistor cu rezistenţa R şi un condensator de 
capacitate electrică C. Ce sarcină electrică va 
trece prin acest rezistor după conectare ? Câtă 
căldură se va degaja pe el ? 


84. În schema din fig.84, capacităţile electrice 
ale condensatoarelor sunt C = 10 pF şi 3C, 
rezistenţele electrice ale rezistoarelor sunt R = 1 
kQ şi 3R. Tensiunea de alimentare se măreşte 
uniform şi foarte lent de la zero la Uo = 100 V 


46. Curentul continuu - enunțuri 
ie = INN NI E OO ENE a calme! l 


în timpul 7= 1 oră. Aflaţi căldura care se disipă în acest 
timp pe fiecare din rezistori. 


85. În schema din fig.85, condensatoarele sunt identice, 

capacitatea electrică a fiecăruia fiind C = 100uF, 

rezistorul are rezistenţa R = 100 KQO, bateria are t.e.m. £ 

= 10 V şi rezistenţa internă r = 1 Q.Se închide circuitul. 

fig.85 „Să se afle intensitatea curentului prin rezistor, după 

timpul 7 = 0,1 s de la închiderea întrerupătorului şi 

intensitatea curentului prin baterie în acelaşi moment. Câtă căldură se va 
degaja pe rezistor după un timp îndelungat Y 


86. O baterie`de tensiune U = 6 V şi rezistență 
internă mică, este conectată prin închiderea 
întrerupătorului, la circuitul reprezentat în fig.86 
Condensatoarele au capacităţi egale C = 100 uF, 
rezistoarele sunt de asemenea identice, având 
fiecare rezistenţa R = 10 kQ. Ce sarcină totală va 
trece prin rezistorul “orizontal” ? Câtă căldură se tig.86 
:: va degaja pe acest rezistor? 
87. Condensatoarele cu capacitățile electrice 1 uF şi 2 HF au fost conectate 
în serie (fig.87) la bornele unei surse de tensiune 
14F de 300 V. Apoi, sursa s-a deconectat şi în locul ei 
s-a conectat un rezistor cu rezistenţa electrică 30 
kQ. În acelaşi timp, în paralel cu bornele 
2pF ||[10k2  condensatorului cu capacitatea mai mare s-a 
conectat un rezistor cu rezistenţa 10 kQ. Să se 
fig.87 detemine sarcinile electrice care trec prin fiecare 
rezistor într-un timp îndelungat. Câtă căldură se 
R ZR degajă pe rezistorul cu rezistența mai mică? 
Rezistența electrică a conductoarelor de legătură 

E c este neglijabilă. 


88. În montajul reprezentat pe fig.88, se repetă 
l periodic (cu perioada 37) următorul proces: 
_ întrerupătorul se ține închis un timp 7 , apoi deschis un timp 27, unde 7 este 
un timp suficient de mic, astfel încât tensiunea pe condensator practic nu se 
modifică . După repetarea procesului de un număr mare de ori, tensiunea pe 
condensator rămâne aproximativ constantă, oscilând nesemnificativ în jurul 


fig.88 
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valorii sale medii. a) Aflaţi această valoare; b) Aflaţi puterea termică medie 
care se disipă pe rezistorul cu rezistenţa electrică 2R în regimul 
cvasistaționar care s-a stabilit. Toate elementele montajului sunt ideale, 
parametrii lor fiind precizaţi pe schemă. 


89. În circuitul din fig.89 , construit din 
rezistoare, baterii şi condensatoare iniţial 
neîncărcate, toate procesele de redistribuire 
a sarcinilor s-au finalizat. Toate elementele 
de circuit sunt ideale, iar valorile lor sunt 
indicate pe figură.a) Aflaţi diferența de 
potenţial VA -Vg după atingerea stării 
staţionare, cu întrerupătorul K deschis; b) 
Aflaţi intensitatea curentului electric 
(precizaţi şi sensul acestuia) prin rezistorul cu rezistenţa R, imediat după 
închiderea E ii AD 


fig.89 


90. Schemă electrică din fig.90 constă dintr-un generator de tensiune 
electromatoare constantă E şi rezistenţă internă r, un 
condensator de capacitate electrică C, un rezistor R şi 
un întrerupător K. La momentul iniţial condensatorul 
nu este încărcat. Se închide întrerupătorul K şi apoi se 
deschide în momentul în care viteza de variaţie a 
energiei din condensator atinge valoarea maximă. Ce 
căldura se va disipa pe circuit după deschiderea 
întrerupătorului? 


! fig.90 
j 


91. Circuitul din fig.91 constă dintr-un generator electric, un rezistor, un 
raua şi o baterie de N condensatoare, ale căror capacităţi electrice 
sunt C, 2C, 3C,....NC. În momentul 
iniţial întrerupătorul este deschis, 
condensatoarele nu sunt încărcate. Să 
se afle intensitatea curentului ca ip 
care trece prin latura cu numărul „7 
la un moment dat, după idea 
întrerupătorului, dacă se ştie că prin 
rezistorul R, în acest moment circulă curentul de intensitate Jo. Rezistenţele 
conductoarelor de legătură se neglijează. 


92. Legea de variaţie a intensității curentului electric printr-un tub de 
descărcare în gaz, în funcţie de tesiunea aplicată este Z = bU 2 unde b este 
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un coeficient constant pozitiv. Tubul este conectat în 
serie cu un rezistor cu rezistenţa electrică R constantă 
la o sursă de tensiune continuă Uo . Aflaţi intensitatea - 
curentului prin circuit (fig.92). 


= R 
0 fig.92 93. O sferă metalică încărcată a fost scufundată într- 


un lichid cu o rezistivitate electrică p mică. Evaluaţi timpul în care sfera se 
descarcă. 


94. Un circuit este format din N rezistoare de rezistenţă electrică R fiecare, 

grupate în serie la bornele unui generator de tensiune constantă Uo. La. 
capetele fiecărui rezist 
sunt suspendate (N + 15 
sfere conductoare 
identice, de rază r fiecare. 
(fig.94). Se va considera 
că distanţa dintre sfere 
este mult mai mare decât 
raza lor.. Cu cât se va 
modifica sarcina electrică totală a sferelor, după închiderea întrerupătorului? 


fig.94 . 


95. Există o mulţime de montaje practice de măsurare a puterii în circuitele 
de curent continuu. Principiul lor de funcţionare se reduce la aceea că 
printr-o anumită metodă se obţine o înmulţire a intensității curentului prin 
sarcină cu tensiunea electrică de la bornele sarcinii. Un asemenea montaj 
poate fi alcătuit din rezistori, un voltmetru şi două diode. Dioda este un 
dispozitiv semiconductor care conduce curentul într-un singur sens. Ea este 
un element neliniar de circuit, deoarece pentru ea nu se aplică legea lui 
Ohm. Fiindcă în problema aceasta diodele se conectează numai în sensul de 
conducţie, pentru acest caz şi pentru diodele folosite vom considera că 
- dependenţa intensității curentului electric prin diodă de tensiune electrică de 
la capetele ei este dată de relaţia: 
Ip Up 
unde k este un coeficient cunoscut. 
a) Fie porţiunea de circuit care constă dintr-o diodă conectată în serie cu un 
rezistor cu rezistenţa electrică R , diferenţa de 
îi "n potențial la capetele acestei porțiuni fiind AV 
iul (fig.95,a). Exprimaţi intensitatea curentului 
electric prin diodă. 
b) Determinaţi diferenţa de potenţial de la bornele rezistorului, AVR. 
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c) Arătaţi că dacă se îndeplineşte condiţia 
kRAV <<, atunci intensitatea curentului 
electric printr-o asemenea porţiune de 
circuit este /= (AV), iar diferenţa de 
potenţial de la bornele rezistorului este 
AV, = Re(AV) 


d) Schema wattmetrului folosit este dată 
vV =0 î j ă di ă 
S fig.95,b în fig.95,b. Montajul constă din două 
porțiuni de circuit cu diode (AE şi BF), 

rezistorul R, şi voltmetrul V. Rezistenţa electrică a rezistorului R este mult 
mai mare decât rezistența electrică a sarcinii (R>>R,). În afară de 


aceasta, se îndeplineşte condiţia de la punctul anterior: KRAV <<1. 
Voltmetrul este ideal. Tensiunea la bornele circuitului este U, intensitatea 
curentului electric prin sarcină este Z. Alegem potenţialul punctului E egal 
cu zero (Vo = 0 V). Determinaţi valorile potenţialelor punctelor B, C și D. 
e) Calculați diorama de potenţial dintre punctele C şi D. Aducgţi expresia 
la forma | 

U, =EIU 
Exprimaţi coeficientul ë prin k, R, Ri şi Rs. 


f) Arătaţi că dacă R<<R;, coeficientul €nu depinde de Rs, ci este 
determinat doar de caracteristicile elementelor wattmetrului. 


g) Determinaţi eroarea relativă £ de măsurare a puterii, în aproximaţia de la 
Er punctul precedent. 


96. În interiorul unei „cutii negre”, între borne sunt 
conectate mai multe rezistoare identice. În exterior, la 
bornele 1 şi 2 se conectează o baterie cu t.e.m. E şi 
rezistenţă internă neglijabilă, iar la bornele 3 şi 4 se 
conectează un voltmetru ideal cu diviziunea „0” la 
mijloc (vezi fip.96). Dacă se conectează un rezistor 
identic cu cele din interior la bornele 1 şi 3 sau 2 şi 4, 

voltmetrul va indica tensiunea +U, iar dacă. se 
conectează acest rezistor între bornele 1 şi 4 sau 2 şi 3, voltmetrul va indica 
tensiunea +U. Dacă rezistorul nu se conectează, voltmetrul indică zero. 

- Desenaţi schema conexiunilor din interiorul cutiei, ‘cu un număr minim de 
rezistori şi determinaţi valoarea U. 


fig.96 


Curentul continuu - enunţuri 


97. Un dirijabil s-a oprit în aer, deasupra unei zone muntoase. Din cauza 
ionizării naturale, aerul are o oarecare conductivitate electrică. Ca urmare, 
sarcina electrică acumulată pe suprafaţa dirijabilului, se micşorează de 2 ori 


la fiecare 7 = 10 min. Să se calculeze 
rezistivitatea electrică a aerului. 


98. În circuitul din fig.98 bateriile şi dioda sunt 
ideale,  întrerupătoarele sunt deschise, iar 
condensatoarele descărcate. La început, se 
închide întrerupătorul Ku. După terminarea 
proceselor tranzitorii, se închide şi întrerupătorul 
K2. Să se calculeze căldurile O, şi Qz disipate pe 
rezistorii R, şi R începând din momentul 
închiderii întrerupătorului K,. Se ştie că E = 2E£, 
=2E , C = C2= C: Se cunosc doar C şi E. 


99. Un circuit (fig.99) constă din trei rezistori cu 
rezistenţele R, R şi 2R, un reostat Ry şi o diodă 
ideală D. Dioda ideală are rezistenţă nulă, dacă 
curentul circulă prin ea în sens direct (sensul 
„săgeţii” din simbolul convenţional), iar în sens 


"contrar, curentul nu circulă. Să se determine dependenţa rezistenţei totale a 


reţelei de mărimea rezistenţei electrice a reostatului. 


100. O reţea electrică infinită 
(fig.100,a) constă din rezistoare 
identice cu rezistenţa electrică R şi 
diode ideale D. O diodă ideală 
conduce curentul numai în sensul 


„săgeţii” din simbolul ei convenţional şi în - 


acest caz are rezistenţa electrică nulă; în 
caz contrar, la inversarea tensiunii de la 
bornele sale, rezistenţa electrică a diodei 
devine infinită. Un elev studiază 
dependenţa tensiunii dintre punctele A şi B 
de intensitatea curentului total care circulă 
prin reţea. El obţine o caracteristică 
voltamperică aşa cum se vede în fig.100,b 
(ca sens pozitiv al curentului electric este 
ales sensul de la B spre A). Să se determine 
valoarea rezistenţei R. 


-1-0,5 0 0, 
fig.100,b 


1 1,5 


 I(A) 


Electromagnetism 


1. O tijă metalică subţire de masă m şi lungime / este suspendată orizontal 
cu ajutorul a două fire conductoare uşoare de 
lungime a. Sistemul se află într-un câmp magnetic 


omogen de inducţie magnetică B, orientată 
vertical în sus (fig.1). Prin tijă circulă curentul 
electric staționar de intensitate Z. Să se determine 
perioada micilor oscilaţii ale tijei. 


2. Să se determine frecvenţa micilor oscilaţii ale 
unui disc metalic de masă m, grosime d şi rază R ( 
R >> d) , suspendat de un resort cu constanta 
elastică k şi aflat în câmp magnetic omogen de 
inducţie B. Vectorul inducţie magnetică se află în Zzam 

planul discului şi este orizontal (fig.2). Se poate 
neglija forța de greutate. 


fig.1 


| 


i 
3. O bobină cu un singur strat este bobinată spiră 
lângă spiră. Raza spirei este R, iar diametrul /sârmei 
de cupru din care este făcută bobina este d. Pentru ce 
valoare a intensității curentului electric prin bobină, 
se va rupe înfăşurarea? Efortul unitar maxim fig.2 
admisibil pentru cupru este o. l 


4. O ramă metalică dreptunghiulară şi 
uşoară cu lăţimea / şi lungimea L, se 
poate roti liber în jurul unui ax orizontal 
care trece pe la mijlocul ei (fig.4). 
Capetele axului sunt conectate la o sursă 
de tensiune continuă, având tensiunea 
electromotoare Æ şi rezistenţa internă r. 
În interiorul ramei se pun una peste alta, 
plăcuţe conductoare de masă m şi 
grosime h = [/20,;a căror rezistență 
electrică este mult mai mică decât a 
sursei. Tot sistemul se află într-un câmp 
magnetic omogen, vertical, de inducţie 
magnetică B. Aflaţi dependența 
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unghiului de înclinare a ramei în funcţie de numărul de plăcuţe puse în ea. 


5. Un cilindru lung de rază r şi lungime / (fip.5) se roteşte cu viteza 
unghiulară œ în jurul axului său. 
Densitatea superficială de sarcină de 
pe suprafaţa laterală a cilindrului este 
o. Aflaţi inducția magnetică în centrul 
cilindrului. Permeabilitatea magnetică 
relativă a metrialului din care este confecționat cilindrul este 4. 


fig.5 


6. Doi cilindri coaxiali suficienţi de lungi (fip.6), cu razele R, şi Rz se rotesc 
- cu vitezele unghiulare a, şi œ în jurul axei lor comune. 
Cilindrii sunt încărcaţi cu densităţile superficiale de 
sarcină o4 , respectiv 02. 
a) Aflaţi dependenţa inducției magnetice a câmpului 
magnetic B(r) de distanţa r faţă de axul sistemului şi 
construiți graficul dependenţei obţinute. 
b) Aflaţi valoarea presiunii exercitate de câmpul 
magnetic asupra suprafeţelor laterale ale 
fiecărui cilindru. 


7. De-a lungul axului unui cilindru gol din 
cupru este aşezat un fir lung, încărcat cu 
sarcină electrică avînd pe unitatea de 
lungime o sarcină q = 10” C. Cilindrul, a 
cărui lungime este mult mai mare decât 
diametrul său exterior, se roteşte în jurul 
axului său cu viteza unghiulară œ = 100 
rad/s (fig.7). Determinaţi valoarea inducției 
magnetice a câmpului magnetic în 
interiorul pereţilor cilindrului şi în spaţiul fig.7 
gol din cilindru. 


8. Un lichid conductor de densitate p şi rezistivitate 
electrică p' umple complet un vas paralelipipedic 


cu dimensiunile a x b x c, aflat într-un câmp 
magentic  orizontal,, omogen, având inducția 
magnetică B, perpendiculară pe faţa a x c. Ce 
tensiune U trebuie aplicată pe feţele laterale (fig.8) 
pentru ca presiunea lichidului pe fundul vasului să 
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devină zero ? Acceleraţia gravitaţională este g. 


9. Două inele supraconductoare identice sunt aşezate unul foarte aproape de 
celălalt (fig.9). Inductanţa fiecărui inel este L. Prin fiecare incl, în acelaşi 


i, sens circulă un curent electric de intensitate Jọ. Ce lucru 
mecanic minim trebuie efectuat pentru a îndepărta 
inelele la distanţă foarte mare? 

I 

sali 10. Un cărucior de masă M este aşezat pe nişte şine 


orizontale. Pe cărucior este montată o elice care are la 
capete, la distanţa R faţă de axul de rotaţie, două corpuri care pot fi 
considerate punctiforme, încărcate cu sarcinile electrice q şi =q. Pe fig.10 
sistemul este văzut de sus. Un motor roteşte elicea cu viteza unghiulară 
constantă œ, sistemul aflându-se într-un câmp magnetic vertical de inducţie 
magnetică B; În momentul în care 
clicea este paralelă cu şinele, 
căruciorul este eliberat. Să se 
determine coordonatele 
căruciorului în funcţie de timp. 
Frecările dintre cărucior şi şine 
sunt neglijabile. Cum se modifică 
răspunsul la’ problemă, dacă 


“OP căruciorul se eliberează în 
` Pa A . 
+q Seunen m momentul în care clicea este 
fig.10 perpendiculară pe şine? 


11. O ramă pătratică supraconductoare se află în repaus pe o suprafaţă 
orizontală. Masa ramei este m, lungimea laturii a, inductanţa L. Sistemul se 
află într-un câmp magnetic neomogen, 
a cărui componentă verticală depinde 
de coordonata orizontală x după legea 


B,=B(l+ax), unde a este o 
constantă oarecare. Ramei i se 
imprimă o viteză inițială Y, orientată 
de-a lungul axei Ox (fig.11). Deduceţi 


fig.121 


legea de mişcare a ramei. 


12. Un inel izolator, uniform încărcat electric, având raza R, se află într-un 
camp magnetic omogen de inducţie magnetică B, cu liniile de câmp 
perpendiculare pe planul inelului. Cu cât va creşte tensiunea mecanică din 
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inel, dacă i se imprimă o viteză unghiulară œ în jurul axului său? Sarcina 
electrică a inelului este Q, iar masa, m. 


13. La momentul de timp ¢ = 0, particula cu sarcina Q intră cu viteza v în 
câmpul magnetic de inducţie B(7) perpendicular pe vectorul inducţie 
magnetică. Dependenţa B(7) este dată pe 
fig. 13. 

a) Determinaţi ce distanţă va parcurge 
particula după timpul z; | 
b) Pentru ce valori ale sarcinii O, 
traiectoria va fi închisă ? 

Masa particulei este m. Influenţa 
cîmpului electric indus se neglijează. 


14. Trei magneţi permanenţi sub formă de disc, cu un orificiu în mijloc, sunt 
aşezaţi pe o tijă verticală ca în fig.14. Ştiind că spectrul 
magnetic al unui asemenea magnet este analog, cu cel 
creat de o spiră circulară parcursă de curent electric şi că 
forţa magnetică ce acţionează asupra unui magnet pe 
direcţia verticalei Oz este dată de relaţia 
Aa A 
F, = (MB) 

unde M este momentul magnetic al magnetului, iar B 
inducția magnetică a câmpului magnetic în care se află 
magnetul, să se calculeze raportul dintre distânţele 
dintre magneţi. Dar dacă sunt patru magneţi ? j 
Obs: Momentul magnetic al unei spire se defineşte ca fiind M = JS „unde I 
este intensitatea curentului electric prin spiră, iar S — suprafaţa spirei. 


15. Un inductor unipolar reprezintă un magnet permanent sub formă de 
disc, care se roteşte repede. Magnetul este făcut 
dintr-un aliaj magnetic capabil să producă un 

P câmp magnetic puternic şi este acoperit cu un 

strat subţire, conductor, de nichel. 

În timpul rotirii discului, între axul de rotaţie şi 

suprafața laterală apare o diferenţă de potenţial, 

care se poate măsura cu ajutorul unui voltmetru 
fix (fig.15,a) Dacă între axul de rotaţie şi 
fig.15,a suprafaţa laterală . se conectează o baterie, 
magnetul începe -să se rotească repede, 

transformându-se în motor electric. Analog, dacă se roteşte repede rotorul 


(6) 
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unui electromotor obişnuit, el se transformă în generator, după cum dacă 
unui generator electric i.se aplică o tensiune exterioară el devine 
electromotor. 
Pe fig.15,b este E schema unui 
asemenea motor electric unipolar funcțional, al 
? cărui rotor este un magnet permanent puternic 
sub formă de disc cu raza rọ = 2 cm, montat pe 
un ax. La conectarea cu ajutorul unor contacte 
alunecătoare a unei baterii cu t.e.m. £= 1,5 V, 
discul începe să se rotească repede. l 
a) Ce indică voltmetrul fix din fig-15,a dacă 
fig.15,b turația discului este n = 3000 rot/min ? Care este 
polaritatea acestei tensiuni ? Indicaţi polaritatea 
pe desen. 
b) Neglijând frecările, evaluaţi turaţia maximă a rotorului motorului electric 
unipolar din fig.15,b , indicaţi sensul de rotaţie al rotorului pentru 
polaritatea bateriei dată pe figură şi pentru sensul indicat al vectorului 
inducţie magnetică, al cărui modul este constant şi egal cu B = 1 T. 
Observaţie: Pentru simplificarea calculelor, consideraţi că în stratul 
conductor de nichel, vectorul inducţie magnetică este perpendicular pe 
suprafaţa discului (fig. 15,a). De asemenea, pentru simplificare, consideraţi 
că curentul electric prin stratul de nichel are direcţia radială. 


16. Un electron se mişcă în câmpul unei unde electromagnetice plane, a 
cărei vector intensitate a câmpului electric este orientat de-a lungul axei Ox 
(fig.16) şi se modifică după legea £ = E, cos æt 
„ iar vectorul inducţie magnetică a câmpului 
magnetic este orientat de-a lungul axei Oy şi se 
modifică după legea B = B,cosar. Lungimea 
de undă a undei este suficient de mare astfel 
încât să putem neglija dependența 
caracteristicilor undei de coordonata z. In 
câmpul undei electromagnetice, pentru viteze v 
y fig.16 -nu prea mari ale electronului, se îndeplineşte 
relația E, >> Byv. Folosind această relaţie, 
aflaţi legea de variaţie a proiecției vitezei electronului pe axa Ox în funcţie 
de timp. Aflaţi viteza medie a electronului de-a lungul axei Oz (viteza de 
drift). Consideraţi că viteza iniţială a electronului este zero. 


56 


fig.17,c 


fig.20 
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17. De pe suprafaţa unei plăci infinite, cu viteza 
iniţială v, , orientată perpendicular pe placă, 
pleacă un electron. Determinaţi la ce distanţă 
maximă faţă de placă se va îndepărta electronul, 
dacă 

a) deasupra plăcii se crează un câmp electric 


omogen, având intensitatea E, orientată 
perpendicular pe placă (fig.17,a); j 

b) desupra plăcii se crează un câmp magnetic 
omogen de inducție magnetică B, orientat 
paralel cu placa (fig.17,b); 

c) deasupra plăcii se crează un câmp electric. 
omogen, având intensitatea E, orientată 
perpendicular pe placă şi un câmp magnetic 
omogen de inducţie magnetică Ë, orientat 
paralel cu placa (fig.17,c). 


18. Într-un câmp magnetic neomogen, cu 
inducția magnetică  B=ax (x>0), este 
lansată o particulă cu masa m şi sarcina 
electrică q, cu viteza iniţială vy , orientată în 
sensul pozitiv al axei Ox (fig.18). 
Determinaţi deplasarea maximă a particulei 
faţă de axa Ox. i 


19. Două particule cu masele m şi sarcinile 
electrice q egale în modul, dar de semn 
opus, sunt aşezate într-un câmp magnetic 
omogen, a cărui inducţie magnetică B este 
perpendiculară pe segmentul R care uneşte 


3 Sarcinile. Aflaţi distanţa dintre particule în 


momentul când distanţa dintre ele este 
minimă, dacă vitezele lor iniţiale sunt nule. 
Inducţia câmpului magnetic este suficient 
de mare pentru a împiedica ciocnirea 
particulelor. 


20. Un electron intră într-un cîmp magnetic omogen de inducţie magnetică 


B . Într-un punct A, el are viteza Y, care face unghiul æ cu liniile de câmp. 
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Pentru ce valori ale inducției câmpului magnetic, electronul va ajunge în 
punctul B (fig.20). Distanța AB = L. 


21. Un proton se mişcă printr-un câmp magnetic omogen, pe o traiectorie 
elicoidală cu raza R şi pasul h». Inducţia câmpului magnetic este B. Aflaţi 
viteza protonului. 


22. O particulă a intră perependicular pe marginea unei zone în care există 
un câmp magnetic omogen, transversal, cu inducția magnetică B = 0,1 T. 
Lărgimea zonei este h = 0,1 m. Aflaţi viteza particulei, dacă după 
traversarea câmpului magnetic, particula suferă o deviaţie de p= 30° faţă de 
direcţia iniţială de mişcare. Sarcina specifică a particulei a este q/m = 5.107 
C/kg. 


23. Un electron intră într-un câmp magnetic omogen de inducţie magnetică 
B , cu viteza Y, sub un unghi g faţă de liniile câmpului magnetic. Lărgimea 
zonei cu câmp magnetic este L. Aflaţi variaţia impulsului electronului î în 
timpul traversării câmpului magnetic. 
| 

24. Un electron se mişcă printr-o zonă unde există suprapuse două câmpuri 
omogene, unul electric şi unul magnetic, orientate de-a lungul axei Oz. La 
momentul iniţial electronul traversează originea axelor de coordonate. În ce 
puncte va intersecta electronul din nou axa Oz? Se dau B, E, m şi q. 


25. Un electron se mişcă printr-un câmp magnetic omogen de inducţie 
magnetică B. La momentul iniţial, electronul se află în punctul O şi are 
viteza Y perpendiculară pe vectorul inducţie magnetică. Aflaţi distanţa 7 la 


care se află electronul faţă de O, la momentul 7. Se cunosc masa şi sarcina 
electronului, m şi e. 


26. Un electron care a traversat o zonă cu o diferenţă de potenţial de 
accelerare U = 40 V, intră înt-o zonă cu câmp magnetic omogen, având 
grosimea h = 10 cm. Viteza electronului este perpendiculară pe liniile - 
câmpului magnetic omogen şi pe linia de margine a zonei. Pentru ce valoare 
minimă, Bai a inducției magnetice a câmpului magnetic, electronul nu va 


traversa zona? Se dă sarcina specifică a electronului y =1,76-10'' C /kg . 


27. Un electron intră într-o zonă de spaţiu în care există un câmp electric 
omogen de intensitate £ = 6:10" V/m, perpendicular pe liniile de câmp. 
Determinaţi mărimea şi orientarea vectorului inducţie magnetică a unui 
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câmp magnetic omogen care trebuie creat în această zonă, astfel încât, 
electronul care o treversează să nu fie deviat de la direcţia“ sa iniţială. 
Energia cinetică a electronului este W = 1,6-101€ J, masa electronului este m 
= 9,1-10%! kg. Forţa de greutate se neglijează. 


28. O particulă cu sarcina q şi masa m, se mişcă cu viteză constantă în 
modul, printr-o zonă din spaţiu unde există trei 

z câmpuri reciproc perpendiculare: un câmp 

electric cu intensitatea câmpului £, un câmp 

magnetic cu inducția magnetică B şi un câmp 

gravitațional cu intensitatea câmpului g 

(accelerația gravitațională), orientate ca în 


= F y fig.28. La un moment dat, câmpurile electric şi 
> magnetic se deconectează. Energia cinetică 


minimă a particulei în timpul mişcării ulterioare 
a particulei este egală cu jumătate din valoarea 
pe care o avea particula în momentul deconectării celor două câmpuri. 
Aflaţi proiecţiile vitezei particulei pe cele trei direcţii ale câmpurilor, în, 
momentul deconectării celor două câmpuri. 


x fig.28 


29. O particulă neutră, aflată în repaus într-un câmp magnetic omogen cu 

inducția magnetică B, se dezintegrează în două particule cu masele m, şi n» 

şi sarcinile electrice qı şi q2. În ce condiții aceste particule se pot ciocni? 

„ Aflaţi timpul după care particulele se ciocnesc. Interacțiunea electrostatică 
` dintre particule se neglijează. / 


30. Un inel subţire, vertical, de rază R se află într-un câmp magnetic 
omogen, perpendicular pe suprafaţa inelului. Din punctul superior se lasă 
liberă o mărgea care începe să alunece pe inel fără frecare. Mărgeaua are 
masa m şi sarcina electrică pozitivă Q. Pentru ce valoare B a inducției 
câmpului magnetic, mărgeaua trecând prin punctul inferior nu va apăsa 
asupra inelului? Acceleraţia gravitaţională este g. 

? 31. Pe un cilindru de rază r este înfăşurată o 

i sfoară subţire inextensibilă. La capătul sforii 

este prins un corp punctiform de masă m şi 
sarcină electrică q > 0. Un câmp magnetic cu 
inducția magnetică B, este orientat de-a lungul 
axului cilindrului (fig.31). În momentul iniţial, 
când sfoara este înfăşurată complet, iar corpul 
fig.31 ~ atinge cilindrul, se imprimă corpului o viteză 
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oarecare orientată radial faţă de cilindru. După un anumit timp, corpul 
atinge din nou cilindrul, tangențial. Aflaţi valoarea . vitezei iniţiale a 


corpului. 


fig.32 


zboară prin aer pe 


32. Un corp mic, încărcat electric, 
alunecă fără viteză iniţială pe un 
plan înclinat cu unghiul a faţă de 
orizontală şi fără frecări. Corpul se 
mişcă prin câmp magnetic, orientat 
perpendicular pe- planul figurii 
(fig.32) şi în câmp gravitațional. Se 
constată că după un anumit timp 
corpul se desprinde de plan şi 
o traiectorie complicată. În timpul zborului, înălțimea 


corpului faţă de pământ variază cu Ah. Aflaţi distanţa străbătută de corp pe ` 


planul înclinat pân 


fig.33 


ă la momentul desprinderii. 


33. O carcasă triunghiulară se roteşte cu viteza 
unghiulară œ în jurul punctului O, într-un câmp 
magnetic foarte puternic de inducţie magnetică B. Pe 
carcasă se află două mărgele mici, fiecare de masă m şi 
cu sarcina electrică +q fiecare (fig.33) şi care pot 
aluneca fără frecare. Să se determine poziţia de 
echilibru a mărgelelor. Analizaţi stabilitatea acestei 
poziţii de echilibru. Ce se va întâmpla dacă se modifică 
sarcina unei mărgele? Lungimea fiecărei laturi a 
triunghiului este /, mărgelele nu pot traversa vârfurile 


triunghiului. Sensul inducției magnetice este indicat pe desen, iar carcasa se 
- roteşte în planul figurii. 


fig.34,a 


34. Proprietățile: diamagnetice ale 

— Cristalelor sunt determinate de proprietățile 
z atomilor din care este constituit cristalul 

° dat. Ca model de atom diamagnetic vom 
analiza o sferă masivă (fig.34,a) în jurul 
căreia se rotesc în sensuri opuse, cu viteze 
unghiulare egale în modul, două inele 
rigide, neconductoare, uniform încărcate 
electric. (Aceste inele modelează orbitele 
electronilor de valență, de aceea masa şi 
sarcina inelelor le vom considera egale cu 
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masa m şi sarcina e a electronului, de asemenea vom considera cunoscută şi 
raza r a inelului). Dacă un asemenea atom ajunge într-un câmp magnetic de 


inducţie magnetică B,, orientată de-a lungul axului sistemului, atunci 


vitezele unghiulare ale inelelor se modifică (neglijăm aici variaţia poziţiei şi 
dimensiunilor inelelor în acest caz), ceea ce va duce la apariţia unui moment 
magnetic indus al atomului. Momentele magnetice induse ale atomilor 
creează un câmp magnetic propriu B’, care se compune cu câmpul magnetic 
exterior şi duce la o modificare a câmpului în interiorul diamagneticului. 
Deoarece un diamagnetic modifică extrem de slab câmpul exterior, se poate 
considera, în calculul câmpului B’, că fiecare atom interacționează cu 


câmpul, care este egal cu câmpul exterior B, . 


a) Arătaţi că la modificarea inducției magnetice a câmpului magnetic de la 
zero la Bo , variaţia modulului vitezei unghiulare de rotaţie a fiecărui inel 


este dată de relaţia A = =h i 
2m 


b) Dacă două inele identice se rotesc în sensuri opuse cu viteze diferite, 
atunci mişcarea sarcinilor lor crează un curent electric constant (curent. 
molecular). Aflaţi intensitatea acestui curent, pe un desen separat indicaţi 
sensul curentului şi nu uitaţi pe acelaşi desen să precizaţi sensul cîmpului 
magnetic. 
c) Determinaţi momentul magnetic indus p, al unui atom şi momentul 
magnetic a unităţii de volum a substanţei, dacă este cunoscută concentraţia 
atomilor, n. , 
Indicajie: Momentul magnetic al unui curent circular este prin definiție, 
produsul dintre intensitatea curentului circular şi suprafața conturului. 
d) Analizaţi un cilindru . plin 

B (fig.34,b)confecționat dintr-un material 
dielectric, ale cărui dimensiuni depăşesc cu 
mult dimensiunile unui atom, aflat într-un 
câmp magnetic exterior omogen de inducție 


magnetică B., orientată de-a lungul axului 


fig.34,b cilindrului. Superpoziţia curenților moleculari 
duce la apariţia unui curent superficial (la 
suprafaţa cilindrului). Aflaţi densitatea liniară i (sarcina care trece în 
unitatea de timp prin unitatea de lungime) a acestui curent şi mărimea 
inducției magnetice B’ a câmpului creat în interior de aceşti curenţi 
superficiali. 
Indicaţie: Exprimaţi momentul magnetic al cilindrului atât în fucţie de 
momentul magnetic al unui atom individual, cât şi în funcție de densitatea 
curentului superficial. 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 6l 


e) Considerând că inducția câmpului magnetic B în interiorul unui 
diamagnet este dată de formula B= 4B, deduceți expresia pentru 


permeabilitatea z: a diamagnetului respectiv. 
f) Evaluaţi în limitele modelului analizat permeabilitatea magnetică a 
cuprului. Calculaţi mărimea (l-4), folosind următoarele caracteristici ale 


cuprului: densitatea p=8,9:-10 kg/n’, masa molară 
M =64-10° kg/mol , raza atomului r=0,6-10"* m. Constante fizice: 
sarcina electronului e =1,6:10” C, masa electronului m =0,9:10™ kg, 
numărul lui Avogadro N, =6:10%mol”!, permeabilitatea- magnetică . 


absolută a vidului 44 = 47:10” H/m. 


35. În problema 39 din capitolul Electrostatică, am descris folosirea unui 
tub cilindric confecționat dintr-un anumit tip de 
material polimer elastic şi conductor, ca 


= armătură la un condensator care se dorea 
— yariabil, a cărui capacitate să depindă de 
e tensiunea aplicată între armături. Cum această 
= idee nu prea a dat roade, s-a încercat folosirea 
— tubului respectiv ca înveliş exterior al unui 
Ea solenoid  (fig.35).- Înfăşurarea unistrat a 
— solenoidului este făcută dintr-un conductor 
e—a subțire, izolat, pe un miez cilindric neconductor, 

feromagnetic de rază a = 0,90 cm şi 
Ea permeabilitate magnetică relativă 4, = 1000 (în 
fig.35 miez, pentru curenţii electrici din problemă, 


| fenomenele de histerezis se pot neglija), 
densitatea înfăşurării (numărul de spire pe unitatea de lungime) este n = 10 
cm”! , lungimea solenoidului / = 20 cm (ceea ce se poate considera mult mai 
mare decâr raza solenoidului). Cilindrul exterior, din materialul polimer 
studiat, de rază rọ = 1 cm se montează peste înfăşurare în absenţa curentului 
electric şi nu este deformat. Materialul polimer se caracterizează din punct 
de vedere electric prin produsul dintre conductivitatea sa electrică şi 


grosimea materialulului oh =2,55:10*% Q1şi are densitatea p = 0,119 
kg/m’. Apoi solenoidul se conectează la 'o sursă de curent alternativ. cu 
„frecvenţa v= 50 Hz şi amplitudinea tensiunii Uo = 36 V. Rezistenţa internă 
a sursei şi rezistenţa electrică a înfăşurării se pot neglija. 
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a) Deduceţi sistemul de ecuaţii care exprimă legile de variaţie ale intensității 
curentului în înfăşurarea solenoidului şi densitatea liniară de curent în 
înveliş (cilindrul exterior); 

b) Aflaţi amplitudinile intensității curentului din înfăşurare şi a densităţii 
liniare de curent din înveliş; 

c) În timpul trecerii curentului prin înfăşurare, învelişul se încălzeşte. Aflaţi 
puterea termică medie care este disipată în înveliş şi puterea medie furnizată 
de sursă; 

d) Neglijând masa învelişului, determinaţi cu ce valoare maximă se măreşte 
raza învelişului; 

e) La trecerea curentului prin solenoid, învelişul începe să vibreze şi se aude 
un sunet. Pentru ce frecvenţă a curentului electric prin înfăşurare, 
intensitatea acestui sunet va fi maximă (considerând amplitudinea t.e.m. a 
sursei constantă)? 

Se conectează sistemul mai departe la o sursă de curent constant. După ce 
intensitatea acestui curent prin înfăşurare atinge valoarea constantă Jo, 
învelişul a fost răcit şi adus într-o stare supraconductoare (consideraţi că în 
acest proces proprietăţile elastice ale învelişului nu s-au modificat). Apoi, 
fără a deconecta sursa, se scoate cu grijă solenoidul din tub. 

f) Pentru ce valoare a intensității curentului J din înfăşurare, tubul se va 
rupe după extragerea solenoidului? 

g) Aflaţi raza tubului după ce solenoidul a fost extras în întregime, dacă 
intensitatea curentului din înfăşurare era Jo = 0,10 A. 


` 36. Pentru întreruperea unui circuit electric, datorită creşterii intensității 
„curentului prin acel circuit, se 
foloseşte o buclă de circuit sub 
formă de semicerc OA (fig.36) de 
masă m = 3 g şi rază R = 1 cm, 
care se poate roti liber (fără 

fig-3p frecări) în plan vertical, în jurul 
punctului O. Sistemul se află în câmp magnetic omogen, orizontal, de 
inducţie magnetică B = 1,5 mT, perpendicular pe planul desenului. Aflaţi 
valoarea maximă a intensității curentului electric, Zmax, la care se va 
întrerupe circuitul. Se va lua g = 9,8 m/s?. 


37. O bobină cilindrică lungă, supraconductoare, de inductanţă L şi rază R, 
prin care circulă curentul de intensitate /, este scurtcircuitată (fig.37). 
Spirele bobinei sunt lipite una de alta, astfel încât se poate considera că în 
interiorul bobinei câmpul magnetic este omogen, iar în exterior este nul. Ce 
lucru mecanic trebuie efectuat pentru a introduce de la infinit în bobină un . 
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39. Pe două şine orizontale, paralele şi 
conductoare sunt aşezate perpendicular pe 
ele, două tije conductoare şi paralele şi 
apoi lăsate liber. La un moment dat, într- 
un interval de timp foarte scurt, se 
generează un câmp magnetic omogen, 


eşantion cilindric supraconductor a cărui rază este 
Rn, iar lungimea egală cu lungimea bobinei? Axele 
bobinei şi eşantionului sunt paralele. 


38. Un inel supraconductor de rază r este alcătuit 

dintr-un fir cu aria secţiunii transversale S. 

Concentrația electronilor în acest supraconductor este - 
n. Inelul este pus într-un câmp magnetic omogen, 

astfel încât vectorul inducţie magnetică a câmpului 

magnetic să fie în planul inelului. Aflaţi intensitatea 

curentului în inel după ce acesta a fost rotit cu 90°, 

astfel încât vectorul inducţie magnetică să fie 

perpendicular pe planul inelului. Inductanţa inelului 

este L. 


-> 
B 


— 
g 


vertical. Considerând că rezistența şinelor fig.39 
este mult mai mică decât a tijelor şi 
neglijând forţele de frecare, aflaţi de câte ori se modifică distanţa dintre tije. 


40.Un pendul de torsiune reprezintă o tijă rigidă conductoare şi uşoară, 


fig.40 


prevăzută la capete cu două sfere 
metalice goale în interior, fixe; 
întreg, ansamblul este suspendat de 
un fir vertical lung, conductor şi 
fixat la partea superioară (fig.40). 
Un asemenea pendul se află 
deasupra capătului superior al unui 
solenoid aşezat vertical, cu un miez 
feromagnetic. Înfăşurarea 
solenoidului este făcută dintr-un 
conductor de cupru, spiră lângă 
spiră, într-un singur strat. Pendulul 
este conectat la o sursă de înaltă 
tensiune U; = 15 kV, iar înfăşurarea 


solenoidului, printr-un întrerupător, este conectată la o sursă de tensiune 
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constantă Uo = 2 kV. Evaluaţi cu ce unghi maxim se va roti tija pendulului, 
dacă se închide întrerupătorul. 

Parametrii dispozitivului sunt: rezistivitatea cuprului: p = 0,017 Qm; raza 
spirei r = 15 cm; înălţimea solenoidului } = 40 cm; diametrul conductorului 
d = 5,0 mm; permeabilitatea magnetică relativă a miezului 74 = 1810, 
diametrele sferelor pendulului a = 5,0 cm, masa unei sfere m = 1,4 g, 
perioada oscilaţiilor libere ale pendulului de torsiune 7 = 14 s. Se ştie că 


viteza luminii în vid c, este dată de relaţia c=1/ fet , unde & este 


permitivitatea electrică absolută a vidului, iar ¿œ — permeabilitatea 
magnetică absolută a vidului. 


41. Suprafaţa laterală a unui cilindru lung, de rază R, este 
încărcată uniform cu densitatea superficială de sarcină o. 
În interiorul cilindrului (fig.41) este plasat un inel 
neconductor de rază a , masă m şi încărcat cu sarcina q. 
Axul inelului coincide cu axul cilindrului. Inelul se poate 
roti liber în jurul axului său, independent de cilindru. 
Cilindrului i se imprimă o mişcare de rotaţie cu viteza 

„unghiulară a). Cu cât va fi egală în aceste condiţii, viteza 
unghiulară de rotaţie a inelului? În ce sens se va roti- 
inelul? 


42. În timpul mişcării 
conductoarelor prin câmp 
magnetic, în ele apar curenţi Foucault, care 
duc la apariţia unor aşa numite forţe „de 
vâscozitate magnetică”. Încercaţi să calculaţi 
această forţă într-un caz concret, destul de 
simplu. Un magnet permanent mic, cilindric se 
mişcă cu viteză v constantă de-a lungul unei 
tije lungi, rectilinii aflată pe axul unui inel 
subțire fix, de rază a (fig.42,a). Rezistenţa 
electrică a inelului este R, iar inductanţa sa se poate neglija. 

Câmpul magnetic al magnetului într-un punct A se descrie comod cu 
ajutorul următoarelor coordonate: r — distanţa de la centrul magnetului la 
punctul respectiv şi 9 — unghiul dintre axul magnetului şi, direcţia spre 
punctul A. Vectorul inducţie magnetică se descompune pme în două 


magnet 


fig.42,a 


componente: B,- componenta radială şi B,- componenta azimutală 
(fig.42,b). Aceste componente depind de coordonatele puctului, după legile: 
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B =p 25050 ps pen 
i T 


Pe fig.42,b sunt reprezentate şi liniile câmpului magnetic, pentru claritate. 
i Aflaţi forțele care 


Bo á i 
B, acţionează din 
f partea inelului 
r asupra  magnetului. 
aflat în mişcare, 
într-un punct aflat 
fig.42,b 


la distanța z față de 
centrul inelului. 


GB . 43. Pe o suprafață orizontală se află un disc 
subțire, omogen, având masa m = 3 g şi raza R = 
g 3,5 cm. Coeficientul de frecare dintre disc şi 
z suprafața pe care se află discul este u = 0,20. Pe 
muchia discului sunt sudate două contacte elastice 
fig.43 uşoare A(+) şi B(-), astfel încât unghiul 
À 0 AOB =a =90" (fig.43). Sistemul se află în 
câmp magnetic vertical, omogen, cu inducția magnetică B = 1,5 mT. Pentru 
ce valoare minimă /min a intensității curentului prin contacte, discul se va 
pune în mişcare? În ce sens se va produce mişcarea? Se va lua g = 9,8 m/s’. 


44. Un condensator de capacitate 1 WF şi trei bobine identice de inductanţă 
1H fiecare, sunt conectate în paralel la o reţea externă. Rezistenţele 
conductoarelor, s-a întâmplat să fie puţin diferite şi ca urmare, intensităţile 
curenților stabiliţi prin bobine sunt 1 A, 2 A şi 4 A. Se deconectează reţeaua 
externă şi curenţii din bobine încep să se modifice. Aflaţi valoarea maximă 
a fiecăruia dintre curenţi. Aflaţi de asemenea, valoarea maximă a sarcinii 
electrice de pe condensator. Elementele de circuit se consideră ideale. 
Rezistenţa electrică a conductoarelor este foarte mică. 


45. La o baterie a fost conectat un rezistor „Straniu”, a cărui rezistență 
electrică se modifică mereu: timp de 0,01 s, această rezistenţă este 100 Q, 
următoarele 0,02 s este 200 Q, apoi totul se repetă periodic. Bineînțeles că 
în aceste condiții se modifică şi intensitatea curentului din circuit. Pentru a 
„netezi” variațiile curentului electric, în serie cu rezistorul se introduce o 
bobină. Pentru ce valoare a inductanței bobinei, variaţia relativă a 
intensității curentului din circuit nu va depăşi 1% ? Elementele circuitului se 
consideră ideale. | i 
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46. Pe un miez toroidal făcut dintr-un material cu permeabilitate magnetică 
mare, a fost înfăşurată o bobină cu multe spire. Bobina este conectată la o 
sursă de tensiune cu rezistenţă internă mare şi peste 1 s, intensitatea 
curentului a încetat practic să se mai modifice, devenind egală cu 10 mA. Pe 
„un al doilea miez, identic cu primul, se mai înfăşoară o bobină folosind 
acelaşi fel de sârmă ca pentru prima bobină, dar de două ori mai lungă. 
Apoi, bobinele se conectează în paralel la aceeaşi sursă de tensiune. Ce 
intensităţi vor avea după 1 s curenţii care vor circula prin cele două bobine ? 
Cât vor deveni aceste intensităţi după un timp foarte lung ? Bobinele sunt 
aşezate astfel încât câmpul magnetic al uneia nu produce flux magnetic prin 
cealaltă. Conductorul din care se fac înfăşurările are o rezistenţă electrică 
specifică mică. 


47. O tijă metalică de lungime L, 
legată de un ax rotitor printr-un fur 
izolator de lungime /, se roteşte în E 
plan orizontal cu viteză unghiulară 

constantă œ. Să se determine diferenţa de potențial dintre capetele tijei. 
Apoi se aplică un câmp magnetic omogen, al cărți vector inducție 
magnetică este orientat vertical. Cât trebuie să fie valoarea acestei inducţii 
magnetice pentru ca diferenţa de potenţial dintre capetele tijei să crească de 
două ori? 


fig.47 


48. O ramă dreptunghiulară supraconductoare, având 
laturile a şi b, se poate roti liber în jurul unui ax 
orizontal, care trece prin latura b a ramei (fig.48). Rama 
se află într-un câmp magnetic omogen vertical, de 
inducţie magnetică B. La momentul iniţial, rama se află 
în poziţie orizontală, după care se lasă liberă. Să se 
determine poziţia de echilibru a ramei. Masa ramei este 
m, iar inductanţa ei, L. Rama se mişcă în aer. Frecările în 
ax se neglijează. 


49. Într-un câmp magnetic al cărui vector inducţie 
magnetică se roteşte în planul desenului (fi.49) în sensul 
acelor de ceasornic cu n rotații pe secundă, se află o ramă 
care se roteşte în jurul axei sale perpendiculare pe planul 
desenului, cu aceeaşi frecvenţă, dar în sens contrar. Ce 
valoare are t.e.m. indusă în ramă în timpul rotației? 
Suprafaţa ramei este S, iar inducția câmpului magnetic, B. 
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50. Un circuit rigid, din material supraconductor, având forma din figură, cu 
AB = BC = a şi CD = 2a , conţine trei 
rezistori de dimensiuni mici, având 

a|| zel e IE rezistenţele electrice R , 7R şi Rẹ sudaţi la 

x construcția rigidă. Întreg ap se introduce 

Al într-un câmp magnetic, orientat perpendicular 

fig.50 pe suprafaţa circuitului şi care se modifică în 

timp cu viteză constantă AB/A/ = k. Ce 

valoare trebuie să aibă rezistenţa R, astfel încât intensitatea curentului 
electric prin rezistorul 7R să fie zero ? 


SI. Un circuit aflat în plan orizontal (fig.51) este format dintr-o bobină 
ideală cu inductanţa Z, două conductoare rectilinii şi 
paralele aflate la distanţa h unul faţă de altul şi o tijă 
subţire de masă m care poate aluneca fără fiecare pe 
cele două conductoare. Tot sistemul se află într-un 
fig.51 câmp magnetic vertical, omogen de inducţie 
magnetică B. În momentul iniţial se imprimă tijei o 
viteză vo. Determinaţi distanţa pe care o va parcurge tija până la prima 
oprire, ştiind că toate rezistenţele elementelor de circuit sunt neglijabile. 


52.0 'ramă metalică rigidă având forma din fig.52 conţine patru rezistori 
fixaţi ca în figură. Rezistenţa ramei şi 

R M 3R a elementului central MN este 
neglijabilă. Rama se roteşte cu viteza 
unghiulară c în jurul axului orizontal 
de simetrie, într-un câmp magnetic 


na >m 


fig.52 vertical de inducție magnetică B. Să se 

: determine valoarea maximă a 

intensității curentului prin elementul central. Dimensiunile ramei sunt date 
pe desen. 


53. Un condensator neîncărcat, de capacitate electrică C este conectat la 
două conductoare paralele, care au rezistența 
electrică pe unitatea de lungime, r şi distanţa 
dintre ele H (fig.53). Perpendicular pe planul 

k Qs H conductoarelor există un Câmp magnetic 
omogen cu inducția magnetică B. O tijă aflată 
în mişcare rectilinie, face la un moment dat 


fig.53 contact cu cele două conductoare. Pentru ce 
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viteză a tijei, intensitatea curentului electric prin circuit va rămâne 
constantă? Aflaţi valoarea acestei intensităţi, dacă se ştie că în momentul în 
care tija face contact cu conductoarele, rezistenţa electrică a circuitului este 


Ro. 


54. Pe două şine orizontale, paralele, aflate la distanţa L una faţă de alta, 

alunecă fără frecare o tijă de masă m. Şinele sunt unite la un capăt printr-un 

rezistor de rezistenţă electrică R şi se află într-un câmp magnetic omogen, 

vertical, de inducţie magnetică B. Tijei i se imprimă o viteză iniţială vo. Ce 
distanţă va parcurge ea până la oprire? 


55. Se foloseşte următoarea metodă de măsurare a amplitudinii inducției 
magnetice a câmpului magnetic din interiorul unei 
bobine foarte lungi, parcurse de curent electric 
alternativ. Se alimentează bobina la o sursă de 
t.e.m. alternativă sinusoidală, de pulsaţie variabilă. 

` În interiorul bobinei (fig.55) se suspendă pe axul ei, 
un pendul de lungime r = b/2 (b — raza bobinei) 
având' la capăt o bilă de masă m şi încărcată cu 
sarcina q. Se pune pendulul în oscilație (cu 


armonice) şi se modifică pulsaţia tensiunii de 
alimentare. Se constată că pentru o anumită pulsaţie 
a tensiunii sursei de alimentare, amplitudinea oscilaţiilor pendulului este 
maximă şi are valoarea Xomax = 0,01 mm. Știind că sarcina cu care este 
încărcată sfera este q = 1/3 nC, raza bilei este a = 1 mm, raza bobinei b = 


0,1 m şi forța de frecare cu aerul este de forma |F |= yav, unde v este 


fig.55 


viteza momentană a bilei, iar y un coeficient constant a cărui valoare este 
| Nu l A mau ÎL T. j 
y i 3 19 3 N-s/ m°, să se determine amplitudinea inducției magnetice a 


câmpului magnetic din interiorul bobinei. 


56. Într-un câmp magnetic omogen şi staționar de inducţie magnetică B se 
roteşte cu viteză unghiulară constantă œ, o spiră închisă, plană, de arie S, cu 
rezistenţa electrică R şi inductanţa Z. Axul de rotaţie este perpendicular pe 
B şi se află în planul spirei. Să se determine intensitatea curentului indus în 
spiră, după un timp suficient de lung de la începerea! rotației şi puterea 
necesară pentru menţinerea mişcării de rotaţie a spirei. 


amplitudine mică, astfel încât oscilațiile să fie; 


N 
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57. Un circuit este alcătuit dintr-o bobină de 
inductanță L = 1 H, un rezistor cu rezistenţa 
electrică R = 10, o sursă de tensiune constantă, un 
rezistor de limitare şi un întrerupător. După un 
timp suficient de lung de la închiderea 
întrerupătorului, intensitatea curentului prin 
baterie devine constantă şi egală cu / = 0,1 A. 
Determinaţi cu o eroare de cel mult 1% cu ce 
valoare AJ se va modifica curentul prin bobină după timpul 7= 10° s de la 
deschiderea întrerupătorului. Toate elementele de circuit se pot considera 
ideale. 


fig.57 


58. Personajele din romanul „Dune” de F.Herbert se apără de gloanţe 
producând în jurul lor un anumit „câmp de forţe”, care lasă să treacă prin el 
doar corpurile care se mişcă lent. Presupunând că în calitate de asemenea 
„câmp de forţe” se foloseşte un câmp magnetic, explicaţi ce se va întâmpla 
cu gloanţele de plumb, care ajung într-o asemenea protecţie. Evaluaţi 
inducția magnetică B a câmpului magnetic, necesar pentru o protecţie de 
grosime d = 1 m, care să nu permită trecerea gloanţelor de plumb care se 
mişcă cu viteza vo = 900 m/s. 


59. La capătul unei tije conductoare, fără 
greutate este fixată o bilă metalică mică, care 
este tangentă la o suprafaţă sferică netedă, 
conductoare, având raza R = 0,8 m. Celălalt 
capăt al tijei, este articulat în centrul sferei, 
printr-o articulaţie conductoare care permite tijei 
să se rotească, păstrând contactul electric cu 
sfera. Acest sistem este introdus într-un câmp 
magnetic vertical, omogen cu inducția 
magnetică B = 0,5 T şi este conectat la o 
baterie aşa cum se vede pe fip.59. Dacă tija se pune în mişcare de rotaţie 
faţă de axa verticală cu viteza unghiulară œ= 5 rad/s şi sub un anumit unghi 
faţă de verticală, atunci acest unghi şi viteza unghiulară nu se vor mai 
modifica. Să se determine acest unghi şi t.e.m. a bateriei. Valoarea 
accelerației gravitaționale se va lua g = 10 m/s?. 


fig.59 


60. Un inel subţire, conductor, de rază r se află într-un câmp magnetic 
omogen cu inducția magnetică B , perpendicular pe suprafaţa inelului. Un 
conductor OA omogen, rectiliniu, mobil, cu masa m Şi rezistenţă electrică 
Suficient de mare R, este articulat la un capăt în centrul inelului (punctul O), 
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iar celălalt capăt PRETE A) alunecă pe inel, aşa cum 
A 

A se vede pe fig.60. Să se determine legea după care 

i trebuie să sc modifice în timp t.e.m. E(/) a sursei de 

tensiune conectată între punctul O şi inel, astfel încât 

E: conductorul să se rotească cu viteză unghiulară œ 


constantă. Rezistenţa inelului şi frecările se neglijează. 


{i3200 Acceleraţia gravitațională este g. 


61. Peste un cilindru neted, fix, orizontal, din material izolator sunt aşezate 


două fire conductoare moi, la capetele 
cărora sunt sudate două tije conductoare de 
lungime L, astfel încât tijele sunt paralele cu 
my E axul cilindrului, iar fiecare din firele 
e L i conductoare se află în plan vertical, 


fig.61 perpendicular pe axul cilindrului (fig.61). 
Sistemul se află în câmp magnetic omogen, 


a cărui inducţie magnetică B este orientată orizontal, perpendicular pe tije. 
Masel tijelor sunt m, şi m2. Aflaţi viteza în regim staționar a mişcării 
rectilinii a tijelor, dacă rezistenţa lor electrică totală este R. Rezistenţa 
conductoarelor, frecările şi inductanţa circuitului conductor se vor neglija. 

F | 


62. Într-un câmp magnetic a cărui componentă 
> verticală a inducției magnetice variază cu înălțimea 
h după legea B, =(1-4[)B,, cade de la înălțime 
suficient de mare un inel subțire de masă 7m, 
diametru D şi rezistență electrică R, astfel încât tot 
timpul axa lui rămâne verticală (fig.62). Neglijând 
fig.62 frecările, să se determine viteza staţionară a mişcării 
sale în timpul căderii. 


63. O tijă subţire de lungime L şi masă m este suspendată la capetele sale 
prin intermediul a două fire uşoare, identice, inextensibile, într-un câmp 
magnetic vertical, omogen de inducţie magnetică B, astfel încât axa tijei 
este orizontală, iar firele verticale. Prin tijă, la un moment dat se lasă să 
treacă o sarcină electrică q într-un timp foarte scurt, astfel încât în acest 
timp, tija, practic, nu se deplasează din poziţia sa de echilibru. Știind că - 
înălțimea maximă la care se ridică tija este mult mai mică decât lungimea H 
a firelor, să se afle componenta verticală maximă a vitezei tijei după 
trecerea sarcinii electrice. 
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64. În schema din fig.64, după stabilirea 
curenților prin laturile circuitului, se 
comută foarte repede comutatorul, din 
poziţia 1 în poziţia 2. Considerând 
bobinele Lı şi Lz ideale, să se determine 
căldura care se degajă pe rezistorul R. 


65. În schema din fig.65, toate elementele 
fig.64 de circuit sunt ideale (rezistenţa electrică 
a bobinei este nulă, rezistenţa internă a 
sursei este nulă, rezistenţa electrică a 
diodei în sensul de conducţie este nulă, 
iar în sens invers este infinită). Tensiunea 
sursei este Uo. Aflaţi tensiunea care se 
stabileşte pe condensator, după 
U, închiderea întrerupătorului, dacă iniţial 
flg.65 ` condensatorul a fost neîncărcat. 


66. Două condensatoare identice de capacitate amd 
electrică C, se leagă în serie la două surse de H 
tensiune U (cea din stânga) şi 2U (cea din dreapta), 

"ca în fig.66. Aşteptând puţin, între punctele A şi B 
se conectează o bobină de inductanță L. Aflaţi U B Sý l 
valoarea maximă a intensității curentului prin fig.66 
bobină. Aflaţi de asemenea, valorile maxime ale 
sarcinii electrice de pe condensatoare. Rezistența electrică a conductoarelor 

se va considera mică (dar nu nulă!). Sursele 

de tensiune (bateriile), condensatoarele şi 
bobina se vor considera ideale. 


67. În schema din fig.67 mai întâi se închide 
întrerupătorul K, , iar. după atingerea 
regimului staționar se închide şi K2. Ce 
sarcină electrică va 
trece prin rezistorul 
de rezistență electrică R, după închidera lui K2? Se 
consideră date mărimile R, r, £, Li şi L2. 


fig.67 


68. O bobină ideală de inductanţă L, legată în paralel 
cu un rezistor cu rezistenţa electrică R, se conectează 
prin intermediul unui întrerupător la o sursă de t.e.m. 
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iy 
E şi rezistență intemă r (fig.68). Ce sarcină electrică va trece prin rezistor 
după închiderea înrerupătorului? 


69. În schema din fig.69 toate elementele de circuit 
sunt ideale. Parametrii elementelor sunt indicaţi pe 
desen. Se închide întrerupătorul pentru un timp 7 
oarecare, după care se deschide. Se constată că în 
timpul experimentului (adică în timpul cât 
întrerupătorul a fost închis şi apoi cât a stat 
deschis), pe circuit se disipă căldura O. Aflaţi 
timpul 7. 


70. Pe două şine verticale, conductoare, aflate la 
distanţa 1 una faţă de alta, poate să alunece fără 
frecare, păstrând contactul electric şi rămânând 
perpendiculară pe şine, o tijă conductoare. Şinele 
sunt conectate între ele printr-un rezistor cu 
rezistenţa electrică r şi o baterie ideală cu t.e.m. Æ 
(fig.70), Restul elementelor din schemă nu au 
rezistenţă electrică. Sistemul se află într-un câmp 
magnetic orizontal, omogen şi staționar, de inducţie 
magnetică B, perpendicular pe planul desenului. a) 
Aflaţi masa m a tijei, dacă se ştie că după 
suspendarea de tijă cu ajutorul unui fir ideal a unui 
corp cu aceeaşi masă m, tija rămâne în echilibru 
static. După ruperea firului şi după un anumit timp mişcarea tijei este 
uniformă. b) Aflaţi valoarea vitezei constante a tijei şi precizaţi sensul ei. Se 
consideră cunoscute: E, r, B, l şi g. 


fig.70 


71. O bobină de inductanţă L şi un rezistor cu rezistenţa electrică R sunt 
conectate în paralel. La bornele grupării a fost conectat cu mult timp în 
urmă un generator electric extern, prin care trece un curent de intensitate Jo. 
La un moment dat curentul prin generator creşte brusc de 3 ori. Ce căldură 
se va disipa pe rezistor după acest moment de timp? Ce sarcină electrică 
totală va trece prin rezistor? 


72. Avem la dispoziţie un element de circuit neliniar R.. Pe graficul din. 
fig.72 este reprezentată dependenţa intensității curentului electric prin 
element în funcţie de tensiunea aplicată (caracteristica voltamperică a 
elementului). Pe porțiunile 1-2 şi 3-4 panta dreptei este foarte mare. Se 


alcătuieşte un circuit format din elementul neliniar R, o bobină de 
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inductanță L şi o baterie ideală de t.e.m. Uo 


, elementul R fiind în polarizare directă, 
corespunzător graficului. Să se construiască 
graficul dependenței intensității curentului 
electric din circuit în funcție de timp şi să se 
determine perioada oscilaţiilor curentului 
electric. 


73. Pe un miez feromagnetic lung, se 
înfăşoară (folosind un conductor de 
U R rezistenţă electrică foarte mică, simetric în 
L raport cu centrul miezului) două bobine 
identice, fiecare de inductanţă L. Dacă se 
conectează la bornele  bobinei 1 un 
generator de audiofrecvenţă cu 
amplitudinea tensiunii de 1 V, se constată că valoarea amplitudinii tensiunii 
măsurate la bornele celeilate bobine 2, cu un voltmetru de rezistenţă foarte 
mare, este de 0,2 V. Cât va deveni inductanţa echivalentă a bobinei 1, dacă 
se leagă împreună capetele bobinei 2 ? | 


fig.72 


74. Un circuit oscilant conţine un condensator cu pierderi. Aceasta 
înseamnă că, o parte a sarcinii electrice care ajunge pe una din armăturile 
condensatorului, trece prin dielectric pe cealaltă armătură. Capacitatea 
electrică a condensatorului este C, rezistenţa electrică a mediului dintre 
armături este R, iar inductanţa bobinei, L. Neglijând rezistenţa electrică a 
bobinei şi a conductoarelor de legătură, deduceţi ecuaţia oscilaţiilor libere 
din circuit. Cât este perioada acestor oscilaţii? 


75. O sferă conductoare cu raza r este conectată la 
pământ prin intermediul unci bobine de 
inductanță L (fig.75). Asupra sferei cade un 
fascicul de electroni, care vine de la infinit. 
Determinaţi sarcina electrică maximă de pe sferă 
şi  desenaţi graficul dependenţei intensității 
curentului electric prin bobină, în funcţie de timp. 
Iniţial, sfera nu era încărcată, concentraţia 
electronilor în fasciculul incident este n, iar viteza 
lor, v << c, unde c este viteza luminii în vid. 
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16. De pe o armătură a unui condensator iniţial 
neîncărcat, legat la bornele unei bobine de inductanţă 
L, se desprinde instantaneu o sarcină electrică q, 
localizată pe un strat subțire de substanţă, după care 
se mişcă rectiliniu, ca un întreg, cu viteză constantă v, 
spre cealaltă armătură (fig.76). Aflaţi dependenţa 
intensității curentului electric din circuit în funcţie de 
timp, pe durata mişcării stratului încărcat prin 
condensator. Distanţa dintre armăturile condensatorului este d, suprafaţa 
armăturii S. i 


fig.76 


77. Se realizează un circuit electric format dintr-o 
bobină cu inductanța L şi două condensatoare cu 
capacităţile electrice C} şi C2 (fig.77). Unul dintre 
condensatoare este conectat la jumătatea bobinei. La 
momentul iniţial, intensitatea curentului prin bobină 
este zero, tensiunea pe condensatorul de capacitate 
C, este Uo , iar condensatorul de capacitate C2 nu 
este încărcat. Desenaţi graficul dependenţei de timp narz 

a tensiunii pe condensatorul Cz , după închiderea! întrerupătorului K. Se va 
considera că C; = C = C. 


78. Într-un circuit oscilant format dintr-o bobină cu inductanța L şi 
rezistența ohmică R şi un condensator cu capacitatea electrică C, au loc 
oscilaţii amortizate. Ce căldură se va disipa în circuit în timpul în care 
amplitudinea intensității curentului electric scade de la valoarea / la h? . 


19. Un semnal radio (o undă electromagnetică) modulat, în varianta cea mai 
simplă, poate fi descris de funcţia E = E, cos! (1+ acos at) , unde ay 
este pulsaţia purtătoarei, a — pulsaţia modulatoare (pulsaţia semnalului 
util), cu a, >> @p, a şi E — mărimi constante care determină amplitudinea şi 


adâncimea  modulării semnalului. Viteza de propagare a undei 
electromagnetice c, depinde de frecvenţa ei (din cauza dispersiei) după 


legea aproximativă c(o)= cg- v(o -0 ) , unde co este viteza de propagare 
a undelor electromagnetice cu pulsația & , 7-0 constantă mică, cunoscută 
la >> yo). Determinaţi viteza de propagare a semnalului util (viteza de ` 


propagare a înfăşurătoarei) în condiţiile date. 
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80. Avem la dispoziţie un rezistor cu rezistenţa electrică de 1000 Q, o 
bobină de inductanţă 1 H şi un condensator de capacitate 10 uF. Sursa de 
tensiune alternativă de frecvenţă 50 Hz are amplitudinea 1 V. Cum trebuie 
alcătuit un circuit cu aceste elemente, astfel încât curentul prin rezistor să 
fie minim posibil (dar nu nul) ? Dar ca sa fie maxim posibil ? Aflaţi 
amplitudinile acestor curenţi. Elementele de circuit se consideră ideale. 


81. Două bobine identice de inductanţă L fiecare, se leagă în serie la o sursă 
de tensiune alternativă de pulsaţie œ. În paralel cu una din bobine se leagă 
un condensator. Ce capacitate electrică trebuie să aibă acest condensator, 
pentru ca tensiunile la bornele bobinelor să fie egale ? 


82. În circuitul din fig.82, bobinele 

sunt identice şi se pot considera ideale. 

Rezistenţele voltmetrelor sunt egale şi 

ele se pot considera pur active 

(„ohmice”). Amplitudinea tensiunii 

fig.82 armonice a sursei este Uo , iar frecvenţa 

acestei tensiuni poate fi variată în 

limite lerĝi: Care pot fi indicațiile maxime ale fiecărui voltmetru ? Ce va 
indica în aceste condiții celălalt voltmetru ? 


83. Pentru măsurarea inductanței L a unei bobine, se poate folosi schema 
din fig.83. Ea conține un condensator de capacitate 
cunoscută C, un reostat dublu, un ampermetru A şi 
un generator de tensiune alternativă sinusoidală a 
cărei frecvență poate fi modificată în limite largi. 
Măsurarea constă în stabilirea unei aceleiaşi valori 
a rezistenţelor electrice ale fiecărui reostat, pentru 
care indicaţia ampermetrului nu se mai modifică, 
indiferent de valoarea frecvenţei tensiunii 
alternative. Cunoscând amplitudinile tensiunii U şi 
intensității / în condiţiile date, să se determine L. 


fig.83 


84. Două bobine cu inductanţe egale sunt conectate în serie. La bornele 
grupării se leagă un generator de audiofrecvenţă, în serie cu un bec de 
lanternă. În paralel cu una din bobine se conectează un condensator, după 
care se începe modificarea frecvenţei generatorului într-un interval larg, de 
valori. La frecvenţa v = 600 Hz, se observă un mimim net al luminozităţii 
filamentului becului. La ce frecvență (frecvenţe) becul va lumina cel mai 
puternic? 
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85. Circuitul din fig.85 conține un generator de curent alternativ de tensiune 
electromotoare e(t)=E,cosøæt, două becuri 


SA identice , două diode ideale şi un întrerupător. Să se 
determine raportul P" P dintre puterile becului 1 
V = înainte şi după închiderea întrerupătorului. 
RS 


86. Să se calculeze valoarea efectivă a intensității 
curentului electric care circulă prin ampermetru, în 
circuitul din fig.86, ale cărui elemente au valorile 
indicate pe desen. Rezistenţele 
electrice ale ampermetrului, sursei 
şi conductoarelor de legătură se 
neglijează. 


fig.85 


R 2C 2C 2C 


87. La bornele unui generator de 


tensiune u =U, sin øt sunt fig.86 


conectate în serie un rezistor cu 

rezistența electrică R = 1 kQ, o bobină şi un condensator. Să se determine 
defazajul dintre tensiunea u şi intensitatea curentului din circuit, dacă pentru 
U, = 100 V, puterea medie care este disipată în circuit este P = ASN 


o 88. Un circuit este format din două rezistoare cu 

rezistenţele electrice Ri şi Ry legate în serie. La 

u bornele primului rezistor se leagă în paralel un 

condensator cu capacitatea electrică C. Ansamblului i 

se aplică o tensiune periodică. Determinaţi valoarea 

+ medie a tensiunii pe condensator Uc , dacă se 

cunoaşte că variaţia 

tensiunii pe 

condensator este mult mai mică decât Uc iar 

tensiunea U> pe al doilea rezistor variază în 
funcţie de timp ca în graficul din fig.88. 


o T? T 
fig.88 


89. Un acumulator este încărcat cu ajutorul 
unui redresor bialtemanţă, alimentat la o 
tensiune sinusoidală (fig.89). Diodele sunt 
ideale,  ampermetrul şi  voltmetrul de 
asemenea, aparatele de măsură -indicând 
valorile medii în timp ale mărimilor 
măsurate. În regimul de funcționare în gol, 
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cu întrerupătorul K; închis, voltmetrul indică U, = 12 V, iar intensitatea 
curentului este nulă, adică /, = 0. Dacă se închide numai întrerupătorul K3, 
voltmetrul indică tensiunea pe acumulator Uo = 12,3 V. În timpul încărcării, 
cu K; şi K2 închise, voltmetrul indică U} = 12,8 V, iar ampermetrul /» = 5 A. 
Să se determine rezistenţa interioară a acumulatorului. 


90. Evaluaţi masa filamentului unui bec de putere P = 100 W, conectat într- 
o reţea de curent alternativ cu frecvenţa v = 50 Hz, dacă se ştie că 
temperatura filamentului variază între 7, = 2500 K şi T) = 2800 K, cu 
frecvenţa 100 Hz. Căldura specifică a wolframului este c = 132 J/kg.K. 


91. Un inel conductor subţire, de rază R şi rezistenţă electrică r se află într- 
un cîmp magnetic omogen a cărui inducţie magnetică variază după legea 
B= B, sin or . Liniile câmpului magnetic sunt perpendiculare pe suprafaţa 
inelului. Firul din care este confecţionat inelul rezistă la o forţă de rupere 


maximă F, Pentru ce valoare a pulsaţiei œ se va rupe inelul ? Se neglijează 
inductanţa inelului. 


92. Fie două transformatoare ideale identice 
(ca miez şi formă geometrică) cu raportul de 
transformare k = 0,25. Înfăşurarea primară a 
primului transformator este legată în serie cu 
înfăşurarea secundară a celui de-al doilea, iar 
capetele lor libere (fig.92) se conectează la 
reţeaua de curent alternativ de 220 V. 
Înfăşurarea secundară a primului transformator 
este legată în serie cu înfăşurarea primară a 
celui de-al doilea. Ce tensiune există între 
capetele libere ale acestor înfăşurări? 


fig.92 


"93. Un circuit electric constă din două condensatoare de capacitate electrică 
C, două bobine identice de inductanţă L şi un transformator ideal cu 
raportul de transformare k = 1(fig.93). Dacă se încarcă unul din 
condensatoare şi se închide întrerupătorul prin care acesta se conectează la 
transformator, în circuit apar 
oscilaţii armonice cu pulsaţia æ. 
Aflaţi  pulsaţiile posibile ale 
a [fe oscilaţiilor electromagnetice 
armonice din circuit, dacă ambele 
întrerupătoare sunt închise. 


fig.93 
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94. Dacă înfăşurarea primară a unui transformator se conectează la un 
generator de tensiune armonică cu amplitudinea U = 100 V şi frecvenţa vi = 
20 kHz, atunci diferenţa de potenţial între capetele în gol ale secundarului 
se va modifica după o lege armonică cu amplitudinea Up = 199 V. 
Înfăşurarea primară are N, = 2000 de spire, iar cea secundară, N3 = 4000 de 
spire. Care va fi amplitudinea diferenţei de potenţial între capetele în gol ale 
secundarului dacă frecvenţa generatorului se micşorează la vw > 2 kHz? 
Pierderile de flux magnetic şi alte pierderi în miez se neglijează. 
Permeabilitatea magnetică a miezului se consideră constantă. 


95. Primarul unui transformator ridicător de tensiune cu raportul de 
transformare k = 3, este conectat la rețeaua oraşului, la tensiunea U = 220 V. 
La secundar, care are rezistenţa ohmică r = 20 Q, este conectat un rezistor 
pe care se produce o cădere de tensiune U; = 650 V. Neglijând pierderile de 
orice fel în transformator şi rezistenţa ohmică a primarului, să se determine 
rezistenţa rezistorului din secundar. 


96. Un radioamator începător a cumpărat un „ciocan de lipit” pe care scria 
| (36 V, 40 W) 
Sfătuindu-se la telefon 
cu prietenii, el a 
înţeles că ' acest 
instrument poate fi 
fig.96 : conectat la reteaua de 
4 220 V, 50: Hz ori 
printr-un transformator. 220/36 V, ori printr-un condensator potrivit. 
Calculând capacitatea electrică a condensatorului, el îşi face rost pentru 
orice eventualitate şi de condensator şi de transformator. După aceea, 
radioamatorul nostru construieşte schema din fig.96 şi observă că ciocanul 
de lipit funcţionează normal. Pentru a controla funcţionarea schemei el a 
conectat şi trei ampermetre care indică valoarea efectivă a intensității 
curentului electric, aşa cum se vede pe schemă. Care sunt indicaţiile celor 
trei ampermetre? 


97. Aveţi la dispoziţie un generator de tensiune alternativă sinusoidală cu 
amplitudinea U, conductoare de legătură şi un transformator ideal cu două 
înfăşurări separate, având raportul dintre numărul de spire 1:3. Aflaţi 
amplitudinile tensiunilor care se pot obţine cu ajutorul acestor aparate. 


98. Intensitatea curentului electric printr-o diodă, în intervalul de tensiuni U 
între -5 V până la +0,1 V este descris suficent de corect de formula 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 79 


I(U) =1 (2% —1), unde h = 10 4A şi W= 0,01 V. Această diodă, în serie 


cu  condensatorul de capacitate 
electrică C = 100 „F este conectată 

la un generator de impulsuri 
dreptunghiulare (fig.98). 
Dependenţa de timp a tensiunii la 
bornele generatorului este de 
asemenea indicată pe fig.98. Să se 

tms determine dependența de timp a 
fig.98 tensiunii la bornele 
condensatorului în regim staționar. 


99. Un difuzor este alcătuit dintr-o membrană elastică circulară de rază r4 = 
10 cm, ale cărei margini sunt fixate rigid într-o ramă metalică circulară. La 
mijlocul membranei este lipită o bobină mică (fig.99), realizată dintr-un 
conductor subțire, având raza r = 10 mm, numărul de spire N = 100, 
inductanţa L = 1 pH şi rezistența electrică R = 4 Q. Masa bobinei este m = 
50 g (masa membranei este mult mai mică decât masa bobinci). Bobina 
poate executa împreună cu membrana 
oscilaţii în plan vertical, frecvenţa 
oscilaţiilor proprii (adică frecvenţa 
oscilaţiilor în vid) fiind h = 50 Hz. În 
timpul oscilaţiilor în aer, membrana 
produce unde sonore şi în aceste condiţii 
asupra ei acţionează o forţă de rezistenţă 
proprţională cu viteza instantanee a 
mişcării bobinei Jo 


rez 


l 2y pS STIE. 
Coeficientul f = RA unde y= 7/5 este exponentul adiabatic, po este 
F 


presiunea atmosferică, c — viteza sunetului în aer, iar S — suprafaţa 
membranei. Forțele de frecare datorate vâscozității aerului se vor considera 
neglijabile. 

Bobina se află în câmpul magnetic al unui magnet permanent, astfel încât 
axa ei de simetrie şi axa de simetrie a câmpului magnetic al magnetului să 
coincidă. Componenta verticală a inducției câmpului magnetic în apropierea 
bobinei este B, = B,(1-a2), unde coeficienţii sunt Bo = 1 T, œ = 100 m“, 
iar coordonata z se măsoară începând de la poziţia de echilibru a bobinei. 

a) Prin bobină trece un curent electric de intensitate constantă /. Aflaţi forța 
F care acţionează asupra bobinei din partea câmpului magnetic. 
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b) Bobinei i se aplică o t.e.m. variabilă după legea e(r) = e, cosof . Aflaţi 
amplitudinea A a oscilaţiilor staţionare ale bobinei. Desenaţi calitativ 
graficul A(4). Determinaţi amplitudinea oscilaţiilor dacă frecvenţa tensiunii 
alternative este f= 30 Hz şi amplitudinea eo = 1 V. . 

c) Bobinei i se aplică o t.e.m. variabilă după legea e(t) = e, cos! . Aflaţi 
puterea sonoră medie Psm emisă de difuzor.Determinaţi puterea sonoră 
maximă Psma , dacă amplitudinea tensiunii este eo = | V. Pentru ce 
frecvență se obţine aceasta ? Evaluaţi randamentul maxim mar al 
difuzorului. Determinaţi intervalul de funcţionare al difuzorului. Desenaţi 
calitativ graficul dependenţei puterii sonore de frecvenţa tensiunii variabile, 
Ps 0) (sau Ps (V). 

Informaţii suplimentare: 

1 — randamentul unui difuzor este raporul dintre puterea sonoră emisă şi 
puterea electrică consumală; 

2 — intervalul de funcţionare al difuzorului este intervalul de frecvențe la 
marginile căruia puterea este de 2 ori mai mică decât puterea sonoră 
maximă; | 

3 — urechea umană este capabilă să receplioneze sunete cu fiecvenjele 
cuprinse între 20 Hz şi 20000 Hz. gi 


100. Pe un disc plan, orizontal, care se roteşte cu o viteză unghiulară o 
constantă este amplasat un mic laborator. Un corp de dimensiuni neglijabile, 
cu masa m şi sarcina electrică q este prins prin intermediul unui resort cu 
constanta elastică k, de axul discului. În starea nedeformată, lungimea 
resortului este neglijabilă. În laborator este creat un câmp magnetic staționar 
de inducţie magnetică B, orientată vertical. Un fizician din laborator a făcut 
diverse experienţe, lansând corpul pe suprafaţa alunecoasă a discului şi a 
constatat că de fiecare dată corpul se mişcă faţă de disc, rectiliniu şi 
uniform. Pentru ce valori ale lui k şi B este posibil acest lucru? 
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1. Observăm mai întâi că unghiul J căutat este unghiul dintre dreptele 
cărora le aparţine vectorul /* (forța coulombiană) şi proiecția vectorului 


G (greutatea) pe suprafaţa planului înclinat 

A -> 
F (fig. 1R,a). 

Să presupunem că este realizată starea de 
echilibru mecanic a corpului. În aceste 
condiții, rezultanta forțelor care acționează 
asupra corpului este zero. Rezultanta a trei 
forţe este zero atunci când acestea formează 
laturile unui triunghi. Pentru a construi 
triunghiul procedăm astfel: desenăm prima 
fig.1R,a dată componenta constantă mgsina , pentru 


că ea rămâne aceeaşi pentru orice poziţie a corpului. Pornind din vârful 
vectorului mgsina vom desena mai departe forţa de frecare. Modulul 
acestei forţe, |F ‘g| = umg cosa rămâne mereu acelaşi, dar direcția acestui 


- 


vector poate fi oarecare. Deci locul geometric al virfului vectorului F f este 
un cerc (fig.1R,b). Vectorul forță coulombiană Æ 


care are originea în vârful vectorului F, trebuie să 


închidă triunghiul (pentru ca rezultanta celor trei 


=> 


forțe să fie zero). Rotind mintal vectorul T f în jurul 
vârfului vectorului mgsina, se constată uşor că 
unghiul 8 maxim se realizează în cazul în care 
vectorul F este tangent la cerc (în punctul C), adică 

kah- Hung cos 
mg sin a 


=uciga 


fig. 1R,b Deci 
L 


me arcsin(zicigaæ) 
2. Forța de frecare care acționează asupra corpului în timpul mişcării sale 
depinde de greutatea corpului şi de forța de interacțiune coulombiană. În 
lipsa sarcinilor electrice, lucrul mecanic al forţei de fiecare este: 
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Ly = —Mmgd cosa = —umghctgaæ 
Interacțiunea coulombiană face ca lucrul mecanic al forței de frecare să se 
modifice cu o valoare ÅL a cărei semn depinde de semnul: sarcinii aflate în 


punctul A. Valoarea absolută a lui AL rămâne în ambele situații aceeaşi. 
Folosind teorema variației energiei cinetice pentru cele două cazuri, putem 
scrie: } 


f | 
A = mgh- umghctgæ — AL 


a | 
A = mgh- pimghciga + AL 


v= Jizni — uctiga)- v 


3. Să presupunem că la capetele cilindrului au fost induse sarcinile q'= oS 


De aici se obține 


„unde $ este aria bazei cilindrului, iar o — densitatea superficială de sarcină. 
Deoarece cilindrul este conductor, intensitatea câmpului electric creat de 
i [| 


Teie o d 4 , 
sarcinile induse este £'= — este egală şi de sens contrar cu intensitatea 


Eo 
câmpului electric exterior E = Q =. 
TEA 
Deci, 
q'= os 
4ra 


Având în vedere că o sarcină q’ se află pe baza apropiată a cilindrului, adică 
la distanţa a faţă de Q, iar cealaltă (de semn contrar) la distanţa a + h (unde 
h << a , h fiind înălţimea cilindrului) , aflăm forţa care acţionează asupra 
cilindrului: 

2 


' 2 
ga | 1 do Mremi diy 


+= 


[N ———— |% a 


Are, | a? (a+h) 872, Br Ee 
unde V = Sh este volumul cilindrului. În calculul de mai sus s-a folosit 
l 
aproximația — ~ l-a, dacă a<< |. 
1+a 


Ca o observaţie, subliniem că în câmp electric exterior uniform, forţa care 
acţionează asupra unui conductor neutru este egală cu zero. 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 83 


4. Să analizăm condiţia de echilibru a sferelor. Asupra fiecăreia din sfere 
acţionează mg - forţa de greutate, F - forţa de respingere coulombiană şi 


T - forţa de tensiune mecanică din fir. Sferele vor fi în echilibru dacă 
rezultanta momentelor forţelor faţă de punctul de suspensie este zero. 
Aceasta duce la relaţia: 
mgl sin 0 = Flcos0 
Având în vedere că 
2 
SALN A 
47e, (2lsin 9) 


se obține o ecuaţie care determină unghiul de deviație față de verticală a 
firului de suspensie: 


sin? 0 É g 


cos? 1676, mg 


Graficul din enunţul problemei reprezintă de fapt soluția acestei ecuații 
pentru diferite valori ale sarcinii q (ne putem convinge de aceasta prin 
înlocuirea directă a unor valori de pe grafic în ecuația de mai sus). Folosind 
acest grafic putem găsi sarcina electrică a fiecărei sfere: g = 2,6.107 C. 

Când se aplică câmpul electric omogen din exterior, asupra sferelor începe 
să acţioneze o forţă suplimentară, care este constantă şi care nu depinde de 
poziţia sferelor, la fel ca şi forţa de greutate. Într-o asemenea situaţie este 
comod să se „reunească” această forță cu forţa de greutate şi să se introducă 
o aşa numită acceleraţie gravitaţională „efectivă” g”, a cărei modul este: 


Atunci unghiul de deviaţie 6, a fiecărui fir faţă de vectorul g“ se paote afla 


ca soluţie a unei ecuaţii analoage cu cea de mai sus en ga dar în loc de g 
trebuie pus g“. Rezultă: 

sin 0 su 

cosA,  16re, P mg 
Din păcate, © asemenea ecuație, priù metode elementare nu se poate 
rezolva. De aceea ne folosim încă odată de graficul oferit. Transcriem 
ecuația de mai sus sub forma: 
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2 

& 

É : REF 
sin 0, ___q? 4) 


Dă 


cos? l6re, mg" 16re, mg 


După cum se vede, această ecuație coincide întru totul cu ecuația pentru d, 
cu condiţia ca în locul variabilei q să se considere variabila , care în ind 
nostru are valoarea: 


q = E 
(22) 
(£) 


Folosind graficul, găsim 8, =~27°, deci unghiul căutat dintre fire este 
20, = 54°. 


==], 0- e 


5, Cu ajutorul legii lui Coulomb vom calcula valoarea forţei 7 cu care este 


atrasă fiecare biluţă spre lanţul „semiinfinit”. Se vede uşor (folosind şi 
figura) că această forţă este: 


q LANDI ) | 
E a — Sp pp 2 0;8 
l 23 V Io 
q? 

unde /,= aa este forța de atracție dintre două biluțe io 

ANE 
Deoarece se admite o eroare maximă de 5%, la calcularea sumei ne putem 
opri la primii 5 — 6 termeni. Evident, aceasta va fi chiar forţa minimă 
necesară pentru ruperea lanţului. 

d 

Dacă se aplică o asemenea forţă titujei de la capătul din ae ea va 
începe să se deplaseze. 
Să analizăm acum forţele care acţionează asupra biluţei a doua. Spre 


Ta ai nai dreapta, acţionează asupra ei forţa 
Nae = St: 7, = 7, din partea primei biluţe, iar 
-99999960—? spre stinga ona r-osig, de 
P aceea a doua biluță va începe şi ea 

peh a 


să se deplaseze împreună cu prima. 
fig.5R Asupra celei de-a treia biluțe, spre 


dreapta, “din partea celor două bilute acționează forța 


MAN 
j =A(1-5)=034, 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 85 


care este mai mică decât forţa de atracţie spre stânga, spre celelalte biluţe 
din lanţ. Deci această biluţă nu se va pune în mişcare, adică lanţul se va 


rupe între a doua şi a treia biluţă. 


6. În punctul de desprindere, reacţiunea normală din partea cupolei devine 
zero. În acest punct, ecuaţia principiului fundamental este: 

my? ; 

Ri = mgcosg -qE sna 


2 
M . y 4 ia a 
unde T este accelerația centripetă (R — raza cupolei) , qE — forța electrică . 


Folosind şi teorema variației 
energiei cinetice a corpului se 
obține: 
2 
my ; 

= mgR(1-cosaæ)+qERsin æ 
unde gERsina este lucrul mecanic 
efectuat de forţele electrice. 
Din cele două ecuaţii se află uşor: 

mg _  3sina 


—— 22,5 
qE  3cosa—2 


7. Câmpul electric creat de o sarcină punctiformă plasată în centrul unei 
sfere conductoare, diferă de 
câmpul electric al unei sarcini 
punctiforme propriu zise prin 
absenţa câmpului în zona pereţilor 
sferei (pe fig.7R este reprezentată 
grafic distribuția intensității 
câmpului electric). Prin urmare, 
energia câmpului electric al 
fig.7R sistemului sarcină + sferă diferă de 
cea a câmpului creat numai de 
sarcină tocmai prin energia din zona ocupată de volumul învelişului sferic 
conductor de grosime AR. 
În enunţ se precizează că grosimea sferelor este suficient de mică, 
astfel încât putem considera densitatea de energie a câmpului electric în 
acea zonă aproximativ constantă. În cazul nostru: 
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2 2 
ap =8E pe ad în, 4zR2AR 
471E.R 


2 i 2 
W= WtW -Eh aerar- 20| RR 
i 2 (4e R" 2 (47E 9R" 


2 2: 
W, pp -<| 203 | amane O | 4z0R2AR 
R Ane, 9R 


unde AW este energia lipsă din zona ocupată de materialul conductor, iar W, 


A M : } s wa R 
şi Wp energiile inițială şi finală ale sistemului. Având în vedere că AR = — 


20° 
obținem 
2 
14407£,R 
370? 
W, =W; + Wro -——— 
T 2 (Roi, 
Conform legii conservării energiei 
W, =W, +L ! 
lucrul mecanic minim cerut va fi L =W, —W, , ceea ce dă 
. o 
i 60ze,R 


8. Consideraţii elementare bazate pe analiza simetriei situaţiei descrise de 
problemă şi câteva elemente de geometrie în spaţiu duc la rezultatul corect: 
intensitatea câmpului electric în centrul cubului este egală cu zero. | 

Într-adevăr, dacă se duce un plan prin centrele A, , A2 şi A; ale celor trei 
muchii încărcate cu sarcină electrică, se vede uşor că intensităţile 
câmpurilor electrice Æ, , Æ, şi. £, create de 
fiecare muchie încărcată a cubului sunt egale în 
modul şi orientate de-a lungul 
! perpendicularelor pe mijlocul acestor muchii. 
. Cei trei vectori sunt deci coplanari, aflați în : 
[] 
3 


` 

y 
l 

+ 
- 


SR planul AAA . Triunghiul A,A2A3 este 
Zi echilateral, vectorii sunt perpendiculari pe 
i > laturile „+ triunghiului 


(E 144 E 144 „Ē, L44), deci 
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unghiurile între ei sunt egale cu 120°, prin urmare rezultanta lor este zero. 


9. Deoarece în timpul mișcării picăturii asupra ei acționează forța de frecare 
vâscoasă, iar masa picăturii este mică, se poate considera că mişcarea 
picăturii este uniformă. Viteza vo a unei asemenea mişcări poate fi 
determinată din condiţia de egalitate a valorilor forţei de greutate şi forţei de 
frecare: 

mg = Bw 
unde f este un coeficient constant oarecare pentru picătura respectivă. 
În timpul mişcării în sus a picăturii este valabilă relaţia: 


ae mg = fy, 
h 


Eliminând din aceste formule coeficientul necunoscut f, obţinem o relaţie 
pentru determinarea sarcinii picăturii: 


q = ehit) 
U, Vo 


aal 3 r £ 
unde m= 37 P este masa picăturii. 


Pentru comoditatea calculelor, vom înlocui valorile numerice ale mărimilor 
constante astfel: r =z -10%, unde ro este valoarea razei picăturii exprimată 
în micrometri (microni); Uy=t:10°, unde ug este valoarea tensiunii 
exprimată în- kilovolți. Deoarece în formula pentru q apare raportul 


„vitezelor, nu e nevoie de transformat unitățile de măsură. Astfel, obţinem o 
formulă de calcul: 


gronna g it] 
Vo 


Rezultatele calculelor sunt date în tabelul de mai jos, obținut prin adăugarea 
câtorva coloane la tabelul din enunţul problemei 


3,20 


S2 E 
JSE 1,58 
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10 | a | 022 (50. | 063 NS | 
Se poate observa că valorile calculate ale sarcinilor, trecute în tabel în 
coloana a 6-a, sunt aproximativ multipli de 1,6. Împărţim valorile sarcinilor 
la 1,6 şi rotunjim valoarea obţinută la un număr întreg n, care reprezintă 
numărul de electroni suplimentari de pe picătură (coloana 7). După aceea 
împărțim fiecare valoare a sarcinii picăturii la n şi obţinem valoarea 
determinată a sarcinii unui electron (coloana 8). 

Calculul erorii se face în mod tradiţional. 


E=t—x1,60 , Ae=2 
N 


Astfel, valoarea obţinută a sarcinii electronului este 
e =(1,60:0,01)-10 Q 


În realitate, Millikan în experienţele sale a obţinută o valoare puţin mai 
mică a mărimii sarcinii electronului. | 


10. Particula, indiferent de semnul ei, se va îndepărta de dipol. 
Vom analiza mai amănunțit cazul când particula se apropie de dipol din 
partea sarcinii care are acelaşi semn ca şi sarcina particulei. 
Cât timp particula se află în stânga planului OO’ (fig.10R,a ) care trece prin 
centrul dipolului şi perpendicular pe axul său, distanța dintre particulă şi 
dipol este mai mică decât atunci 
când ea se află în dreapta planului 
OO’, la aceeaşi distanță față de 
acest plan. De aceea, forța care 
acționează asupra particulei şi care 
produce deviația ei faţă de axul 
dipolului, în primul caz este mai 
mare decât în al doilea. 


fig IOR a 
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Pentru a compara variațiile de impuls ale particulei care au loc până la 
planul OO° şi după, vom determina timpii în care particula parcurge 
porțiunile de drum 
4 corespunzătoare. Pentru aceasta 
să vedem cum se modifică 
energia cinetică a particulei în 
timpul mişcării sale. Pe fig. 10R,b 
este desenat graficul dependenţei 
potenţialului câmpului electric 
fig.10R.b creat de dipol, în funcţie de 
distanţa faţă de planul OO’. 
Dependenţa potenţialului câmpului dipolar de-a lungul traiectoriei particulei 
este dată de formula: 


mii E 
non n 4 
unde q este modulul sarcinii 
particulelor care formează 
dipolul, iar r, şi r sunt distanţele 
de la particulă la sarcinile 
dipolului. Folosind graficul dat şi 
legea conservării energiei: 
fig OR W = Wim +9V 


unde W, şi Wei sunt, respectiv, 
energia totală şi energia cinetică a particulei, iar q; — sarcina ci, se poate 
construi uşor graficul dependenţei energiei cinetice a particulei de distanţa 
ci faţă de planul OO’ (fig:10R,c ). Din acest grafic se vede că atunci când - 
particula se află în stânga planului OO’, energia ei cinetică şi deci şi viteza 
este mai mică decât energia cinetică şi viteza în dreapta planului OO’. Deci, 
timpul în care particula parcurge o porţiune de drum dată, în primul caz (în 
stânga) este mai mare decât în al doilea caz (dreapta). 
Astfel, dacă particula se află în stânga lui OO’, asupra ei acţionează o forţă 
mai mare, decât atunci când ea se află în dreapta. În primul caz este mai 
mare şi timpul de interacţiune. De aceea variaţia impulsului particulei pe 
prima porţiune de drum (la stânga de 00”) este mai mare decât variaţia 
impulsului particulei pe a doua porţiune (în drepta lui OO’). Ca urmare, se 
observă o deviaţie a particulei în sensul îndepărtării de dipol. 
Analog, se analizează cazul când particula se apropie de dipol din partea 
sarcinii care are semnul contrar sarcinii particulei. 


11. La momentul iniţial, asupra tuturor particulelor acţionează forţe egale în 
modul. Dar masele protonilor sunt de 2000 de ori mai mari decât masele 


l 
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pozitronilor. Aceasta înseamnă că acceleraţiile pozitronilor vor fi de 2000 
de ori mai mari decât acceleraţiile protonilor. De aceea pozitronii se vor 
îndepărta rapid la distanţă foarte mare, după care protonii se vor îndepărta şi 
ei interacţionând acum doar între ei. Aceasta face posibil să calculăm 
vitezele pozitronilor considerând că protonii sunt ficşi. 

Să aflăm energia potenţială totală a pozitronilor înainte de împrăştiere. Dacă 
n-ar exista protonii, energia potenţială de interacțiune dintre cei doi 


pozitroni ar fi 
2 


e 
JA 
4rea2 


unde a este latura pătratului. 


Potenţialul câmpului pe care îl crează fiecare proton în locul în care se află 
un pozitron este, evident, 


e 


4nE A 


De aceea energia potențială totală a pozitronilor va fi 
2 


2 
1 
iy e ale AI a 1 
4rejaN2 — 4resa AnEa  4rea 2 
Toată această energie potenţială se va transforma în energie cinetică. De 


aceea 
2 w2 
É ALS AP 
4nesal 2 Dia + 


2 > i 
„PV poa n € (vitezele ambilor pozitroni sunt egale la infinit). 
J2 ]4resa 


sau 


Acum să analizăm împrăştierea protonilor. Energia lor potenţială la 
începutul împrăştierii este, evident, 
2 


e 
WR 
4re,aN2 
Această energie se transformă în energie cinetică finală, după împrăştiere, 
deci: 


e 


4re,an2 


unde u este viteza protonilor, la infinit. 
Din raportul ecuațiilor pentru mv” şi Mr se obține 


= Mu? 
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u m 1 
= 0,01 
v M ax +1 


12. Vom analiza două straturi subţiri de grosime Ax, aşezate de o parte şi de 
alta a secţiunii S, la distanţe egale faţă de aceasta (fig.12R). Aceste straturi 
pot fi privite ca armăturile unui condensator, încărcate cu sarcini egale şi de 
semn contrar. Intensitatea câmpului electric creat de aceste sarcini se poate 
calcula cu formula: 


E 9 
Toy 
unde Qx este sarcina de pe fiecare armătură, iar S 
— suprafața comună a armăturilor. 


S 

l= j=l = +i pII 
imta tititi În secțiunea S, intensitatea câmpului electric este 

| Îi ia . a Sua a . 
Di Et +! suma intensităților câmpurilor date de toate 
! === + i È : + perechile de asemenea straturi: 
a | ji al] t [] 
l— læ l m pi piji Q 

< a = Q. 

Ax. AX s Poate ES Eo 2 Av 

fig. 12R 


pere 5.0. este sarcina stratului de plasmă de 
grosime d, rezultă că YQ, = end . Deci: 
ends _ end 


S = = 

EO Eo 
Aai separări de sarcină care distrug neutralitatea plasmei în zone mici 
de volum apar în realitate şi duc la oscilaţii ale plasmei. Deoarece forța care 
acţionează asupra unui electron este de d elastic: 


F ep =“hg 


se poate scrie: 


Această frecvenţă se numeşte „frecvenţa plasmei”. 


13. Sferele se îndepărtează una de alta sub acţiunea forţei de respingere 
q? 


electrostatică F = k L , unde q este sarcina fiecărei sfere, r — distanța 
r? b. 


dintre ele, iar k = .`Această forță şi deci şi accelerația sferelor se 


ATE, 
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modifică în modul, deoarece se modifică permanent distanța dintre ele. Deci 
mişcarea sferelor nu este uniform accelerată. 

Vom împărţi deplasările sferelor în primul şi în al doilea caz în acelaşi 
număr de intervale, astfel încât deplasările relative în ambele cazuri să fie 
egale. Să notăm distanţa dintre sfere la momentul iniţial cu 2x0, iar într-un 


alt moment oarecare ulterior, cu 2x. Mărimea ¢ = Ž reprezintă deplasarea 
Xo 

relativă a sferelor. 

Să presupunem că £ se modifică cu Ağ . Atunci deplasarea fiecărei sfere, în 


primul caz (când 2xọ = I) este Ax, = A¢ pi iar în al doilea caz (când 2x9 = 


3 
31 5 Ax, AO Deci 


Ap 
Eee) 
Ax, 
Mai departe vom compara vitezele medii ale sferelor. Pentru aceasta ne vom 
folosi de legea conservării energiei. La momentul iniţial sferele au! doar 
2 
energie potenţială de interacţiune: W, = Sa „ Când distanța dintre sfere 
Xo 


3 2 
devine egală cu 2x, energia lor potenţială devine W =k „iar energia 
w i i X 


2 | 
Brod my A Be 
cinetică Wn =N unde m este masa unei sfere. Conform legii 


conservării energiei, 


2 2. 
1 =kl+mv 
225 


de unde 
PA Ca) 
2x,m5 


Astfel, dacă deplasarea relativă este aceeaşi, viteza sferelor în primul caz 
este mai mare decât viteza lor în al doilea caz de 


Aml —f ori. 


3ml 
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Ca urmare a modificării A¢ , vitezele medii ale sferelor vor fi diferite tot de 


3 ori, adică mi = 334. 

Vm2 
Intervalele de timp în care sferele se deplasează cu Ax, în primul caz şi Ar, 
în al doilea caz, sunt egale, respectiv, cu 


Ap II 8 = Ap sa 
Vai Vm2 
De aici 
A a e ee 
AI, AX Ym 


Deci, pentru orice variație a mărimii č, timpul de mişcare în primul caz, 


este mai mare decît timpul de mişcare în al doilea caz de 3+/3 ori. Cînd 
distanţa dintre sfere se va dubla, timpul total £3 va fi mai mare decât timpul 


total 1, tot de 34/3 ori, adică: 


1, = 3431 = 34/31 - 


14. Mărimea W este egală cu lucrul mecanic care trebuie efectuat pentru a 
scoate electronul din atom şi a-l îndepărta la infinit. 

Lucrul mecanic pentru îndepărtarea electronului de la suprafaţa atomului la 
infinit se află uşor. Acest lucru mecanic este egal cu energia potenţială a 
electronului la suprafaţa sferei încărcată pozitiv. Deoarece potenţialul 


„ unde e este sarcina 


câmpului electric la suprafaţa sferei este V = 


NE 
electrică a sferei, iar R raza ei, atunci lucrul mecanic căutat va fi: 
F 
A 
L=eV = 
47e.R 


Pentru a găsi lucrul mecanic care trebuie efectuat pentru a scoate electronul 
din centru şi a-l aduce pe suprafaţa atomului, vom împărți mintal sfera în 
pături sferice concentrice de grosime AR. În timpul traversării unei 
asemenea pături se poate considera că forţa care acţionează asupra 
electronului rămâne practic constantă. Intensitatea câmpului electric, creat 
de sarcina fiecărei pături, aşa după cum se știe, este egală cu zero în 
interiorul păturii sferice, iar în exterior este egală cu cea creată de o sarcină 
punctiformă aflată în centrul păturii sferice, de valoare egală cu sarcina 
repartizată pe pătură. Aceasta înseamnă că intensitatea câmpului electric în 
interiorul atomului, la distanța r faţă de centru, este dată de formula 
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iar forța care acționează în acest câmp asupra electronului, 


=> unde q este sarcina electrică ce se află în interiorul 
TEF 
sferei de rază r. 


Deoarece sarcina e este distribuită uniform în volumul atomului, densitatea 


e 
de sarcină va fi 2 7 7 
—7R 
3 
Deci sarcina din interiorul sferei de rază r este 
e ne rï 
qen TRA = e| — 
A AAR 2 R 
De aceea 
me 
Ane R? 


Pentru a calcula valoarea lucrului. mecanic care se efectuează în timpul 
deplasării electronului prin atom, vom înmulți valoarea medie a forţei cu 
deplasarea R a electronului. Deoarece forța care acţionează asupra 
electronului este direct proporţională cu distanţa la care se află electronul 
faţă de centru, putem calcula forţa medie ca medie aritmetică a forţelor care 
se exercită în centru şi pe suprafaţa atomului, adică 


_l e? pe e? 
N2 ATER Bre R? 
De aceea l 
L = F,R= marr a 
BIER? BAER 
Deci 
mesi aiy a + = Some 
ATER 816R BME R 
de unde 
q Be 
8AE W 


Dacă înlocuim valorile numerice cunoscute (energia de ionizare a atomului 
de hidrogen W = 13,6 eV = 21,710 J, sarcina nucleului atomului de 
hidrogen e = 1,6:10!” C) obţinem pentru raza atomului de hidrogen în 
modelul Thomson, valoarea: 
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R= 1,6:10™ m. 


15. Vom afla intensitatea câmpului electric într-un punct aflat la distanța x 

faţă de kii joncțiunii (fig. 15R). Pentru aceasta se divizează joncţiunea 
în straturi paralele: foarte subţiri de grosime A. 
Două asemenca 'straturi aşezate simetric faţă de 


+ z 
mijlocul joncţiunii: formează un condensator plan 
= având densitatea de sarcină Ao = p,A. 
x Intensitatea câmpului electric, creat de sarcinile de 
pe aceste straturi, în spațiul dintre ele este: . 

| Ac. Al 

NDES CA 

LE, PRE, 


În exteriorul acestor straturi, câmpul electric este 

nul. 
Mea Conform principiului  superpoziţiei, intensitatea 
câmpului electric în punctul A, aflat la distanţa x 
faţă de mijlocul joncţiunii este egală cu suma vectorială a intensităţilor 
cîmpurilor create de toate condensatoarele de genul acesta. Deoarece la 
crearea câmpului electric în punctul A participă doar acele condensatoare 
ale căror armături se află la o distanţă mai mare decât [x] față de mijlocul 


joncţiunii, atunci 
Al 
E= XE 2o. PP) 
Eok LEE. EŞ8 N 2 


d 
Analog pentru punctele de coordonată 02 x > Pa , avem 


Graficul intensității cîmpului electric în funcție de 
X, în joncțiunea p-n este cel din fig. 15R. la. 

Mai departe, vom afla cum se modifică potențialul 
electric în funcţie de x. Vom considera că 
potenţialul este nul în punctele de coordonată x = 0, 
adică la mijlocul joncţiunii. În aceste condiţii, 
potenţialul punctului A este egal cu lucrul mecanic 
efectuat de forţele câmpului electric pentru 
deplasarea unităţii de sarcină pozitivă din acest 
punct până în centrul joncţiunii. Forţa care 
acţionează asupra sarcinii în timpul unei asemenea 


fig.15R1 
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deplasări, este orientată invers deplasării şi de aceea lucrul mecanic şi, prin 
urmare şi potenţialul in punctul A sunt negative. Determinînd valoarea 
absolută a potenţialului V4 pe cale grafică, luându-l ca aria figurii de sub 
graficul funcţiei E(x), găsim: 


Vi nare oag „pentru x> 0 
2EE,. ZEEF 

V = Po 4 pod x „pentru x<0. 
REE, 2235 


Graficul variaţiei potenţialului în funcţie de x este cel din fig.15R; ,b. 


16. Deoarece sarcinile sferelor sunt de semn contrar, ele încep să se apropie, 
se vor ciocni, va avea loc o redistribuire a sarcinilor lor în momentul 
ciocnirii, după care vor începe să se îndepărteze una de alta, fiindcă prin 
contact vor căpăta sarcini de acelaşi semn şi egale (sferele fiind identice). 
Legea conservării energiei înainte de ciocnire este: 


ah al, Mi 
4ng (a+ D) 4nED 2 


vı fiind vitezele celor două sfere imediat înainte de ciocnire. Sferele fiind 
absolut elastice, imediat după ciocnire vitezele lor! vor fi egale tot cu vi. 
Legea conservării sarcinii în timpul ciocnirii este: 
ath 
q '= q |= —— 
P= 7 
Legea conservării energiei după ciocnire este: 
2 2 
(ae) (tt) 
2 2 
m m 
A 209 e zi e de m 
ANED 2 2 4re,la+D) 
Din aceste ecuații, după efectuarea calculelor se obține 


a CELAN 
4zemD(a+ D) 4 


=q 


Dacă se înlocuiesc valorile numerice se obține vz = 1 cm/s. 

Se poate folosi şi aproximaţia D << a şi se obţine practic acelaşi rezultat. 
Ca o precizare, observăm că se crează energie cinetică în timpul ciocnirii, 
pentru că are loc o anihilare de sarcină electrică şi prin urmare energia totală 
a câmpului electrostatic scade. i 
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Lsina 


aie i 
DN ” 


fig.17R 


17. Oscilaţiile se fac sub acțiunea 
greutății, al cărei moment într-o poziție 
scoasă din poziția de echilibru este 
MeLsina (fig.17R) şi care readuce 


sistemul în poziţia de echilibru. În afara 
forței de greutate, asupra discului mai 
acţionează în plus şi forţa coulombiană F, 
de atracţie spre sarcina g, a cărei expresie 
se calculează folosind metoda imaginilor 
A 


4a 


şi este F= „unde $= „ Se 


TE 


observă că apare un moment şi al acestei forţe care însă împiedică discul să 
revină în poziţia de echilibru. Distanţa de la sarcină la disc se modifică 
foarte puţin în cazul micilor oscilaţii, de aceea F se poate considera aproape 
constantă. Braţul acestei forțe este (L+a)sina= Lsina (a poate fi 


neglijat faţă de L). Prin urmare, momentul rezultant este 


Gi 


MgLsin a -isina 
4a 


De aceea, se poate spune că forța de revenire se reduce la o forță „efectivă” 


mai mică decât greutatea: 


Mg = Me HE 
4a“ 


ka? 


sau la o accelerație gravitațională „efectivă”: 


mud 


2 


kq 
4Ma? 


În mod coreșpunzător se modifică şi perioada oscilaţiilor: 


roza [E >r=2r 
NE 


Prin urmare, răspunsul problemei este: 


 16re,Ma? 


Oscilaţiile au loc atâta timp cât numitorul nu devine nul. În caz contrar, 
discul se „lipeşte” de sarcina q. 
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Este interesant de remarcat că deşi forţa coulombiană acţionează în acelaşi 
sens cu forța de greutate, efectul ei este însă cel de slăbire a efectelor 
gravitaţiei asupra mişcării oscilatorii. 

Problema poate fi rezolvată, poate mai riguros din punct de vedere ştiinţific, 
prin consideraţii energetice, obținându-se acelaşi rezultat. | 


18. Vom completa semisfera noastră cu o alta identică, până la formarea 
unei sfere întregi, uniform încărcată pe suprafaţă. Acum câmpul electric în 
interior, în orice punct, este nul. Să analizăm un punct oarecare din planul 
“ecuatorial, punct în care intensitatea câmpului electric este zero, din cauza 
compensării câmpurilor create de semisfere. 

În caz general, câmpul unei semisfere încărcate, poate avea în punctul 
respectiv două componente — una perpendiculară pe planul ecuatorial şi una 
aflată în acest plan, orientată radial. Dacă pentru componenta 
perpendiculară compensarea este evidentă, pentru componenta radială ca nu 
poate avea loc — din motive de simetrie, câmpurile celor două semisfere 
trebuie să se „adune”. De aici concluzia că în orice punct al planului 
ecuatorial, se obţine acelaşi potenţial, deoarece vectorul intensitate a 
câmpului electric în toate punctele din planul ecuatorial este perpendicular 
pe acest plan. Componente conţinute în plan ecuatorial nu există, altfel nu s- 
ar putea obţine un câmp electric total nul în interiorul celor două semisfere. 
Prin urmare putem calcula potenţialul în orice punct al planului ecuatorial şi 
bineînţeles vom alege centrul sferei: | 


19. Când bila ajunge la distanța x față de centrul inelului, energia potențială 
de interacțiune dintre inel şi bilă este 


W = l 2:20 „unde 1 NR + 


4re | 


(relaţie. care se deduce uşor prin descompunerea inelului în sarcini 
elementare punctiforme și apoi însumarea tuturor energiilor de interacţiune 
electrostatică între sarcina Q şi sarcinile elementare). 


4 A 
La momentul iniţial x = 0 şi 1 = R , iar în final la şi 


Din legea conservării energiei, rezultă: 
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| 20img ny? 1 20? 


4e R è 2 472 SR 


3 
de unde se determină viteza cerută a bilei: 
FO; i 
“VSzzamR pă 
SR 
ES 
20. 1. Din motive de simetrie, toate corpurile punctiforme se vor mişca pe >H 
traiectorii de acelaşi fel, rămânând în orice moment de timp pe un cerc de 2 r 
`e 
LLJ 


i 

f 

rază variabilă r(1), în vârfurile unui pătrat cu latura a = JZr(0) . | 
Vom analiza unul din cele 4 corpuri punctiforme. Asupra lui acționează IE. 

forțele f; , © şi Æ, din partea celorlalte corpuri (fig.20R). Conform legii i 

i 

i 

i 


lui Coulomb, aceste forțe au valorile: 


T Tr, SE ae d. 


ir acestor forţe este totdeauna îndreptată spre centru (punctul O) şi 
are valoarea: 


penele Ip Su 242-1 
 47e, 2r? 4] dte i 4 


De aici rezultă că fiecare punct 
material se mişcă la fel ca şi cum el ar 
fi atras spre centru de către o sarcină 
de semn contrar a cărei modul este: 


O=q aE 


Formula pentru F(r) este analoagă 
legii lui Coulomb (sau legii atracției 


| 3 l 
fig.20R universale), deoarece F(r)O —. De 
F r 


aceea, traiectoria fiecărui punct material va fi o elipsă cu axa mare Ro + Ri, 
punctul O fiind unul din focarele elipsei. 
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elipsă. Aceasta poate ficalculată din legea a treia a lui Kepler. 
Pentru început vom afla perioada To a rotației unui punct material de masă 
m, care se mişcă sub acţiunea forţei F(r) pe orbita circulară de rază Ro. 


2. Un timp caracteristic al mişcării sistemului este perioada de rotaţie pe 


rR, mè N i 
ze, Fin 
Ve Ro ATE r 4 


Din aceste relații, rezultă: i 
1 242-1 
4re,  4mhg 


Aceasta este viteza care trebuie imprimată punctelor materiale pentru ca ele 
să se mişte pe un cerc de rază Ro. Atunci: 


Vo =q 


T, =— J4 me 
q 


Conform legii a treia a lui Kepler: 


de unde: 
TET (=) 
2R, 
Înlocuind aici expresia pentru Tọ, obținem în final: 
27 m (R +R) 


21. Se constată uşor că dacă distanțele dintre particule rămân egale, atunci 
deplasarea particulei cu masa M trebuie să fie de 3 ori mai mare decât a 
particulei cu masa m. Acelaşi este şi raportul vitezelor şi al acceleraţiilor 
acestor particule, adică V = 3v şi A = 3a, unde cu literă mare am notat viteza 
şi acceleraţia particulei cu masa M. Scriind ecuaţia principiului fundamental 
şi folosind expresiile forţelor coulombiene, rezultă: 


2 
mashi) 
ATE r 4 9 
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Se obţine: 
49 


=—m 
27 


Conservarea energiei între starea inițială (toate vitezele sunt nule) şi starea 
finală cu vitezele v şi V (când particulele sunt foarte departe una față de alta 
şi practic nu mai interacționează între ele), ne permite să scriem: 
2 2 2 2 
1 1 
Iny MV 1 (E = E) 1 13q 


2 2 N a 73 


4ne 3 r 


4 
Folosind V = 3v şi M = n , se obţine 


y= d şi Vz3y= A 
2 V4zerm 2 


22. Faţă de sistemul de referinţă legat de tijă, viteza mărgelei se poate afla 
din legea conservării energiei: | 


m? q (+-5) 
2 4reir R 


Față de sistemul de referință al laboratorului, lucrul mecanic cerut este egal 
cu suma dintre variația energiilor cinetice şi potențiale. Deci: 


2 
+ 2 2 
L ee a = muv 


2 T2 


Inlocuind aici u din prima relație, obţinem 


d 23.  Redistribuirea sarcinilor 
electrice în orice sistem (cu alte 
cuvinte, curentul electric) 


încetează, după ce potențialele 

tuturor componentelor sistemului 

3 „devin egale. Calculul riguros în 

fig.23R cazul sistemului dat (cu 

considerarea capacității electrice a conductorului, a influențelor reciproce, 
etc.) este destul de complicat, dar caracteristicile ansamblului dat ne permite 
să neglijăm influenţa reciprocă a sferelor şi să considerăm că pe suprafaţa 
interioară a învelişului conductor concentric se va induce o sarcină egală în 
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modul şi de semn contrar cu sarcina Q; a sferei rz (analog unui condensator 
plan). Fie sarcina sferei r; , Q;. Conform conservării sarcinii electrice totale, 
putem scrie: 
Q= Q + O, (1) 
Potențialul sferei 1 va fi 
Q, 


47eoh 


1 


iar al sferei 2, conform superpoziţiei potenţialelor: 


(8-8) 0, __d j Qd 


n n+d 


Din condiția V; =V,, rezultă 
Q d 


: (2) 
pa ui 
Rezolvând sistemul format din ecuaţiile (1) şi (2), se obţine: 
_ _Ond,, __Ori a pr 
Q= + nd i k t; +nd 
Se observă că pentru d —> 0, soluțiile devin, | 
Q =0 
9, =0 


ceea ce înseamnă că prin scăderea distanţei dintre armături, capacitatea 
electrică a condensatorului sferic creşte foarte mult şi practic toată sarcina 
electrică se va distribui pe acesta. 


24. Se formează un sistem asemănător cu un condensator sferic având între 
„armături” (bila de plastilină şi plăcuţele metalice) un câmp electric de 
intensitate: 


Q 


2 


4reR? 


0 = 
O şi R fiind sarcina şi raza bilei. 
Intensitatea cîmpului electric în care se află una dintre „armături” (în cazul 
nostru — plăcuţele) este 
E 
ES = be: 
2  Sneh 

Deci, acceleraţia pe care o va avea plăcuţa care se desprinde, va fi orientată 
pe direcţia razei bilei şi va fi egală cu 
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Eed Emma as 


MM 327 7e mR? 


unde s-a considerat că sarcina care-i revine în medie unei plăcuțe este 
S 4 ş 
Q'=—— Q , S fiind suprafaţa plăcuței. 
47R 


Permitivitatea electrică a plastilinei nu intervine în răspunsul final. 


25. Un conductor aflat în câmp electrostatic este echipotenţial, adică 
diferenţa de potenţial dintre oricare două puncte ale conductorului este zero. 
Conform condiţiei din enunţ />> KR, putem considera că biluţele sunt 
izolate, cu alte cuvinte putem neglija influenţa lor electrostatică reciprocă. 
În aceste condiţii, potenţialul câmpului electric creat de sarcina de pe o 
biluţă va fi: 


q 
Are, R 
Din motive de simetrie este clar că sarcinile de pe biluțele de la capete sunt 
egale şi de sens contrar, adică gq,=-—qy. Atunci, conform principiului 


superpoziţiei, diferenţa de potenţial dintre biluţele de la capetele lanţului 
poate fi scrisă astfel: 


= 


AV = AH, + Hr) 
unde AV, = E(N 1 este diferenţa de potenţial datorată prezenţei cîmpului 
electric E, (N—1) este distanţa dintre biluţele de la capete, V, , Vy - 
potenţialele câmpurilor create de sarcinile induse pe aceste biluţe. 
Dar, aşa cum s-a spus mai sus, AV = 0, deci 


E(N=DI- =0 


Are R 
de unde rezultă 
q = 212, RE(N —1)] 


26. Forţa care acţionează asupra plăcii suspendate se calculează pe baza 
următorului raţionament. 
Mai întâi exprimăm forţa de atracţie electrostatică dintre plăci: 


_qE _ oSE _ EEE: a. S 
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unde q este sarcina electrică a unei plăci, o — densitatea superficială de 


ME A o. A A ; 4 3 
sarcină pe placă, [ = — - intensitatea câmpului electric creat de o singură 
Eo 


placă (evident, intensitatea câmpului 
electric în interiorul condensatorului este 


UA JN. 
E= p şi este de două ori mai mare). 


Condiţia de echilibru a plăcii suspendate 
l (fig.26R,a) este: 


&U’S 
a EI) 


mg + 


unde 4(/-4,—p)este forţa elastică din 
resort, 1 — distanţa de la placa inferioară 
până la punctul de suspensie, /» — lungimea 
resortului nedeformat, h — distanţa dintre 
plăci. = | 

Dacă tensiunea electrică aplicată între plăci 
este nulă, atunci h = ho şi se îndeplineşte 


condiţia: 
mg=k(l =l,- h) 
Din ultimele două relații rezultă: 
2 
EWS: 
=k(hħ -h 
s 2h? f ( 0 ) | 
Plăcile se pot afla în stare de echilibru, dacă ecuaţia de mai sus are soluţii în 


situaţia în care considerăm ca 
necunoscută h. Transcriem această 


„ecuaţie sub forma: 
2 


=a/h"+h 


ho 


PRE h, di că tă inimul 
pă = 1 

FF 3 şi căutăm minimu 

an, £U’ S 
funcției f(A) =~———+h. Derivata 

0) 2kh? 
acestei funcții este 
Pa RR ' b 
h, k “9 Nu LU aa, a iSS „anulează 


fig.26R,b 2 
pentru A=W =} pa De aceea, 
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1 37 
valoarea minimă a funcţiei noastre poate fi scrisă fun =f (h JE Să 


În concluzie (fig.26R,b), ecuaţia analizată are soluţii dacă fu <h Astfel, 
condiţia de existenţă a unei poziţii de echilibru are forma: 
2 
3 JEU S = 
2 k F 


7 ro ; A. Faar 
Din această inegalitate, găsim: 


27 £S i F-mg 
Mai rămâne să ne convingem că măcar una 
din soluțiile ecuației care descrie echilibrul 
caracterizează un echilibru stabil. Pentru 
aceasta analizăm schematic graficele de 
dependență ale forței elastice din resort şi h, hı h 
forței electrostatice de atracție în funcție de fig.26R.c 
distanța dintre plăci (fig.26R,c). Se vede 
uşor că rădăcinii mai mari h; îi corespunde o poziţie de echilibru stabil, iar 
rădăcinii mai mici, 2, îi corespunde poziţia de echilibru instabil. 
Deci la îndeplinirea ultimei inegalităţi , plăcile se pot afla la o distanţă 
oarecare una faţă de alta. 


27. Deoarece sfera este metalică, sarcina O se va distribui uniform pe 
suprafaţa sa. De aceea se poate vorbi de o sferă încărcată. Pentru a 
determina forţa care acţionează, de exemplu, asupra părţii superioare din 
partea celei inferioare, vom împărţi mintal. această parte în porţiuni 
elementare. Forţa Æ care acţionează asupra unei asemenea porțiuni 
(fig.27R), este dată de formula F =qE, unde q este sarcina porțiunii 


elementare respective, iar Æ este intensitatea câmpului electric creat restul 
p sferei. Evident că 


unde S este suprafața porțiunii 
elementare considerate. 

După cum se ştie, intensitatea câmpului 
electric în exteriorul unei sfere . 
încărcate, în apropierea suprafeţei sale 


fig.27R 


este dată de relaţia: 
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mu Er; 
i 4izee Re 
iar intensitatea câmpului în interiorul sferei este zero. 
Conform principiului superpoziţiei, intensitatea câmpului electric, atât în 
interiorul cât şi în exteriorul sferei se compune din intensitatea câmpului 
porțiunii considerate şi intensitatea câmpului creat de restul sferei. Vom 
considera că porţiunea considerată este atât de mică, încât ea poate fi privită 
ca fiind plană. Atunci, intensităţile câmpului creat de această porţiune, atât 
în interiorul cât şi în exteriorul sferei au aceeaşi valoare dar sunt de sens 
contrar şi perpendiculare pe porţiunea considerată, adică: 

E =-E, 
Să considerăm că sarcina sferei este pozitivă. Atunci cei doi vectori sunt 
orientaţi ca în figură. Deoarece intensitatea câmpului în interiorul sferei este 


nulă, rezultă că suma vectorilor Æ, şi Æ - intensitatea câmpului creat de 
restul sferei, trebuie să fie zero, adică: i 
E, +E =0 


+ 
s 


sau 
| E, =-= E | 
Atunci, pentru intensitatea câmpului creat în exteriorul sferei se poate scrie: 
E, = E + E 
de unde 


Pa =: 
PN pă PE i 
2 STERA 
Deci modulul forţei Æ care acţionează asupra porțiunii considerate a sferei, 
poate fi scris astfel: 


QS 
32T RER" 
Mai departe vom afla forța care acționează asupra întregii părți superioare a 
sferei. Pentru aceasta trebuie calculată rezultanta tuturor forțelor Æ care 


acționează asupra porțiunilor elementare ale părții superioare a sferei. Din 
motive de simetrie, se vede că suma componentelor orizontale a acestor 
forțe este zero şi de aceea 


? 2 
EDN D cosg, = Q S cosg 
i s 2 4 Dă 
327" ££,R 
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unde œ este unghiul dintre vectorul Æ şi verticală. Deoarece S cosa este 


proiecția suprafeţei porțiunii considerate pe planul orizontal, rezultă că 
suma $ Scosæ este egală cu aria bazei calotei sferice care reprezintă 


partea superioară a sferei şi este egală cu S=zr?, unde r — raza bazei 
calotei sferice. In concluzie, 


Leana Ami au lau: 


= rr == 
PLR Y 32r R A 


28.. Deoarece cazanul este foarte mare, variația sarcinii lui pe durata 
întregului experiment se poate neglija. De aceea, sarcina care va apare pe 
căniţă, după contactul cu cazanul, va fi aceeaşi în ambele cazuri. Fie această 
sarcină q. După primul contact cu oala, aceasta se va electriza cu sarcina qi, 
iar pe căniță va rămâne q — qı . Se aduce din nou căniţa în contact cu 
cazanul şi din nou sarcina de pe căniţă devine g. Acum, înainte de al doilea 
contact între căniţă şi oală, avem sarcina totală q + q; , iar după contact qz + 
q . Deoarece sarcina se conservă, rezultă 

l q+n=q+q' 
de unde 

q'=q +q -h 

"Dar, raportul dintre sarcinile a două corpuri care se electrizează prin contact 
depinde doar de forma lor şi de poziția lor relativă, deci putem scrie: 


= a ae das 
q-q) 4+tq-q: 
De aici rezultă 


29. Fiecare din sarcinile care interacționează se află în câmpul creat de 
cealaltă sarcină. Intensitatea câmpului electric creat de un disc în locul unde 
se află celălalt se poate calcula folosind teorema lui Gauss şi avându-se în 


vedere că d << R (ca la un plan infinit). Intensitatea câmpului creat de 
discul cu raza R; este: l 
o 
E, =— 
da 


iar forța care acţionează asupra discului cu raza R: va fi 
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nR? 


o 
F=aE, ea Za 
Numeric: F= 0,18 N. 
Observa[ii. a) Se vede că forţa căutată nu depinde de R}. eta | se 
întâmplă deoarece trebuie să luăm în considerare doar spaţiul î în care există 
câmp electric creat de un disc şi în care câmp se află sarcina de pe celălalt 
disc, adică doar spaţiul cuprins între suprafeţele comune ale celor două 
discuri. 
b) Forţa calculată nu depinde nici de distanţa dintre discuri. Fată va fi 
valabil numai atâta timp cât discul cu raza R, poate fi privit ca un plan 
infinit, adică atâta timp cât are loc inegalitatea d << R, =R, . În caz contrar, 


dacă d >> R,, sarcinile de pe discuri trebuie considerate punctiforme şi se 
foloseşte legea lui Coulomb. 


30. Vom analiza pentru început cazul sferei legate la pământ. Pentru a 
rezolva problema prin metoda imaginilor, trebuie să găsim o asemenea 
distribuţie de sarcini punctiforme, pentru care una |din suprafeţele 
echipotenţiale să fie sfera dată. O distribuţie de două sarcini punctiforme 
diferite dă exact o asemenea structură a suprafeţelor echipotenţiale. Una din 
aceste sarcini este însăşi sarcina dată +q. Dar unde trebuie plasată şi ce 
valoare trebuie să aibă cealaltă sarcină (sarcina-imagine)? 

Să presupunem că sarcina-imagine q’ se află pe dreapta care uneşte 
centrul sferei cu sarcina +q (presupunere implicată de simetria sistemului), 
la distanţa x faţă de centrul sferei (fig.30R,a). Poate reprezenta această sferă 
o suprafaţă echipotenţială şi dacă da, cât trebuie să fie x şi q’ pentru ca 
aceasta să aibă loc ? Fie potenţialul sferei V = 0. Considerăm un punct A, 
oarecare de pe sferă. Potenţialul în acest punct este zero şi el este creat de 
sarcina q aflată la distanţa r, faţă de A şi sarcină q’, aflată la distanţa r, faţă 
de A. Deoarece VA = 0, putem scrie: 


li el 9.0 
ANE h ANE h 
de unde 
PAD 
q n 


Aplicăm această relaţie pentru 
punctele B şi C. Rezultă 
sistemul: 


fig.30R,a 
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qa_d=R 
TT RE 
q_d+R 
“Rx 
De aici, rezultă imediat 
R 4 AD cad 
ZI i DT 


Astfel, sistemul căutat al celor două sarcini punctiforme este cel din 
fig.30R,b. | 
Răspusul la cerința problemei, este 
deci: asupra sarcinii +q, acţionează 
din partea sferei (sau a sarcinii- 
imagine q') forţa de atracţie: 


~ -7 F£ je sid jadrati Rdm 
T7227 fg.30R,b Are, (d-x)  4re, (d? -R?Y? 


Dar dacă sfera este încărcată cu sarcina Q şi are un potențial diferit de zero? 
Răspunsul la această întrebare este simplu: mai adăugăm o sarcină g”” în 
„centrul sferei astfel încât să obţinem pe suprafaţa sferică respectivă, 
potenţialul dorit. 
Să analizăm o sferă metalică izolată şi neutră şi o sarcină punctiformă +q 
| aflată la distanţa d faţă de centrul 
sferei. Ce forță acţionează asupra 
+a sarcinii q? Sfera va rămâne neutră tot 
o timpul, va avea loc doar o redistribuire 
a sarcinilor libere pe suprafaţa sferei, 
datorată interacțiunii cu sarcina +q. Pe 
fig.30R,c „partea dinspre sarcina +q, va apare pe 
sferă o sarcină negativă, iar pe partea 
cealaltă o sarcină pozitivă, datorită inducției electrostatice (fig.30R,c). 
Pentru a rezolva problema, în afară de sarcina q’ aflată la distanţa R°/d faţă 
sim 7 află de centrul. sferei, trebuie să mai aşezăm 
în centrul sferei sarcina q” (fig.30R,d). 
Apariţia sarcinii q’ în centrul sferei nu 
schimbă echipotenţialitatea suprafeţei 
sferei. Potenţialul fiecărui punct de pe 
suprafaţa sferei este acum dat de trei 
sarcini: +q, q' şi q”. Potenţialul total 
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creat de sarcinile +q şi q? pe suprafaţa sferei este nul, deci potenţialul 
oricărui punct de pe sferă este dat doar de sarcina q’. Acest potenţial este 


l i ; : > ! D. N. 
V = d. Dacă sfera este izolată, atunci sarcina q” se determină din 
476 R | 
condiţia: 


LI 1=0 ER EDA 
q"+q ia Ul dau, 


Câmpurile şi potenţialele din exteriorul sferei se determină cu ajutorul 
principiului superpoziţiei ca rezultat al compunerii câmpurilor create de cele 
trei sarcini punctiforme. Forţa care acţionează asupra sarcinii +q va fi, deci: 


RE Li. LINII”, 
ATE, m RY 4ne, d? 
T 


Dacă acum vom analiza în loc de o sferă izolată şi sarcina +q, aceeaşi 
sarcină şi o sferă încărcată cu sarcina Q, sau care are potenţialul V, atunci, 
folosind metoda imaginilor, vom obţine un sistem de sarcini punctiforme: 
sarcina q aflată la distanţa d de centrul sferei, sarcina-imagine q’ aflată la 
distanţa R?d faţă de centrul sferei şi sarcina-imagine P’ aflată în centrul 


sferei. Valoarea sarcinii q’ se determină din condiţia ca potenţialul sferei să 
fie 


4ne R 


Dacă cunoaştem sarcina Q a sferei, atunci q° = Q, iar dacă cunoaştem 
potențialul V, atunci q" =47e, RV. 


yasi 


31. În cazul în care în spaţiul unde ne interesează câmpul electric se află şi 
substanţe izolatoare (dielectrici), problema determinării acestui câmp se 
complică puţin. După cum se ştie, în prezenţa câmpului electric, dielectricii 
se polarizează, ceea ce duce la apariţia unui câmp suplimentar care se 
suprapune peste câmpul iniţial. Rezultanta acestor două câmpuri, reprezintă 
câmpul căutat. Sursa câmpului suplimentar o reprezintă sarcina de 
polarizare a dielectricului, care este o sarcină legată (în sensul că ea nu 
poate fi separată de dielectric) şi ea apare în urma polarizării dielectricului, 
la marginea mediului dielectric. 

Interesant este că teorema lui Gauss pentru medii dielectrice îşi păstrează 
forma matematică cunoscută de la studiul câmpului electric în vid, cu 
singura deosebire că în loc de £ în membrul drept, trebuie luat £ — adică 
permitivitatea electrică absolută a mediului dielectric prin care trece 
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suprafața gaussiană considerată. In plus, ca sarcină din interiorul suprafeței 
se ia numai sarcina liberă. Deci pentru medii dielectrice, putem scrie: 


D = lint.libera = Clint libera 
E EE, 
unde p= E. § 
Altfel scris, 


EE i S = (int libera 


Totuşi, aplicarea teoremei lui Gauss, în prezenţa dielectricilor este mai 
dificilă, deoarece este greu de găsit o suprafaţă gaussiană potrivită pe care E 
să fie constant şi să facă şi un unghi constant cu suprafaţa respectivă. 
Aceasta se datorează faptului că la trecerea de la un mediu dielectric la altul, 
sau dintr-un mediu dielectric în vid, liniile câmpului electric suferă o 
“refracție”, adică îşi schimbă brusc orientarea. Modul în care 'se întâmplă 
acest lucru este dat de aşa-numitele condiţii de frontieră la trecerea de la un 
dielectric la altul. Să vedem care sunt aceste condiţii. 
Să presupunem că avem o suprafaţă de separație plană între doi dielectrici 
omogeni, cu permitivităţile relative -€ Şi £2. Notăm cu E S E, 
intensitățile câmpului electric deasupra şi dedesubtul suprafeței de separație. 
Descompunem aceşti doi vectori în două componente: perpendicular şi 
paralel cu suprafaţa de separație şi notăm componentele perpendiculare cu 
Eni Şi Enz, iar cele paralele, cu Eu şi Ex 
Să vedem mai departe, cum se comportă componenta paralelă (tangenţială) 
a câmpului, la trecerea dintr-un mediu în celălălt. Alegem două perechi de 
puncte foarte apropiate şi aşezate de o parte şi cealaltă a suprafeţei de 
separație (fig.3 1R,a). Perechea de puncte A, şi B, se află în mediul cu £, 
ADs; iar perechea A, şi B} în mediul cu £„. Dacă 
componentele tangenţiale ale câmpului electric 
£,„ în cele două medii vor fi diferite, atunci şi 
Az >R lucrurile mecanice efectuate de câmp, pentru a 
fig.31R,a deplasa o sarcină q oarecare pe drumul A;B; şi 
pe drumul A»B2, vor fi de asemenea, diferite. 
Apropiind foarte mult punctele A de A; şi B, de B2, vom obţine două 
traiectorii rectilinii A.B, şi A2B;, infinit apropiate. Deoarece câmpul electric 
este conservativ, lucrul mecanic efectuat de câmp pentru a deplasa o sarcină 
între două puncte, nu depinde de drumul urmat între cele două puncte. La 
noi, rezultă însă, că acest lucru mecanic de transport a sarcinii q pe două 
segmente infinit apropiate, este diferit ! Deci, presupunerea iniţială , cum că 
componentele tangenţiale ale câmpului sunt diferite, este falsă, deoarece 
contrazice faptul că câmpul electric este conservativ. 
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Astfel, la limita de separație între două medii dielectrice, componentele 
tangenţiale ale câmpului electric sunt egale, sau continue: 
Eu > Eg 

Să vedem acum ce se întâmplă cu componentele normale (perpendiculare) 
pe suprafaţa de separație. 
Delimităm pe suprafaţa de separație un dreptunghi de arie AS suficient d 
mică, astfel încât pe suprafaţa lui, câmpurile! 
electrice în dielectricii cu permitivităţile relative 
En Şi E să nu se modifice. Construim pe acest 
dreptunghi un paralelipiped de înălţime 2AL 
(fig.3 1R,b). Înălţimea AL trebuie să fie suficient 
de mică, astfel încât câmpul pe distanţa AL să nu 
se modifice. Să determinăm fluxul electric prin 
suprafaţa  gaussiană astfel aleasă (suprafaţa 
paralelipipedului). Fluxurile prin suprafaţa laterală sunt nule, deoarece 
componentele normale ale câmpului sunt paralele cu această suprafaţă. 
Rămâne de calculat doar fluxul prin bazele paralelipipedului. Deoarece baza 
superioară se află în mediul cu £, iar cea inferioară în mediul cu € p, fluxul 
total prin cele două baze va fi: 


fig.31R,b 


| 


p= Pup fn Dins F EEE AS Ti EE 2 E AS 
Pe de altă parte, conform teoremei lui Gauss, ® = 0, deoarece în interiorul 
paralelipipedului nu există sarcini libere. Deci 

EnEn 3 Era 
Folosind fig.3 1R,c şi relaţiile stabilite 
mai sus, obţinem uşor legea 
“refracției” liniilor de câmp electric la 
traversarea suprafeței de separație 
dintre doi dielectrici: 


iga, En 

Isa, En 
Figura corespunde cazului cu e. > £ p. 
Având în vedere chestiunile 
fig.31R,c de mai sus, ne vom întoarce acum la 
metoda imaginilor şi vom analiza mai 
amănunţit problema (destul de des întâlnită) a sarcinii punctiforme în 

apropierea suprafeţei de separație plane dintre doi dielectrici diferiţi. 
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muntii cani: a > an M) 


Să presupunem că o sarcină punctiformă +q se află la distanţa a faţă de 
suprafaţa de separație plană dintre două medii 


i a dielectrice foarte întinse, cu permitivitățile relative 
Ea En Şi £p (fig.31R,d). Să determinăm forța care 
Să N acționează asupra sarcinii +q. 
"2 fig.31R,d Vom alege mai întâi o sarcină imagine g” aflată la 


distanţa a dedesubtul suprafeţei MN care desparte 
dielectricii (fig.31R,e), deoarece aşa se formează 
imaginea lui +q într-o oglindă plană care ar fi în 
locul suprafeţei MN. Valoarea sarcinii imagine o 
putem găsi. folosind condiţiile de frontieră deduse 
mai sus. Dacă n-ar exista mediul cu permitivitatea 
En, atunci în punctul A (fig.31R,f) intensitatea 
câmpului ar fi £, şi ar fi creat doar de sarcina +q. 
' Deoarece există mediul dielectric cu £ intensitatea 
câmpului este reprezentată prin vectorul E, Şi 
formează cu normala la suprafaţă unghiul a. Dacă ar 
fi vid, atunci aceasta ar fi posibil numai dacă în 
punctul B există o sarcină q’ care crează în A un 
câmp de intensitate Æ'. Este evidentă relaţia: 
E +E'=E, 

Analiza condiţiilor de frontieră duce la concluziile: 

- dacă eu > ep, atunci aj > a şi în B 
trebuie să fie o sarcină negativă 


- dacă En < £p, atunci aj < œ şi în B trebuie să fie o sarcină 
pozitivă. 


_ fig.31R/4 


Considerăm cazul cu £,. > e. 
Proiectăm relaţia vectorială de mai sus pe orizontală şi verticală şi obţinem: 
E, sina, — E'sina, = E, sin a, 

` E, cosa, + E'cosa, = E, cos æ, 

Împărţind aceste două relaţii una la alta şi având în vedere “legea 
refracției”, rezultă 

| FE Ia E 

a E+E' iga, e 
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Modulele intesităţilor câmpurilor E, şi Æ’ sunt, respectiv, 


=">și 


4ne 1 
RUE e ] tăi 
, prin urmare, ultima relaţie devine: 
aa 
a-lal_za 
q q+lļa' | 2 
de unde rezultă sarcina-imagine căutată 
la l=q £ ZE, 
T +E 


Deci forța de interacțiune căutată, este: 


4ne, 40 En tEn 
Dacă En > ep, F > 0 şi deci sarcina +q este respinsă de suprafața de 
separație dintre dielectrici, în caz contrar este atrasă. 
Pentru calcularea potenţialului, dacă punctul în care se calculează 
potenţialul se află în mediul cu permitivitatea electrică relativă £,,, atunci 
trebuie să avem în vedere că în acest mediu, câmpul electric este creat de 
sarcina propriu zisă q, dar şi de sarcina imagine; q? din dielectric, care 
înlocuieşte sarcinile de polarizare de pe suprafaţa de separație. Această 
presupunere îndeplineşte condiţia fundamentală că în mediul cu £ avem o 
singură sursă de câmp, iar imaginea ei se află în exteriorul acestui mediu. 
În ceea ce priveşte cazul în care se calculează potenţialul într-un punct aflat 
în mediul cu £p, atunci putem considera că se obţine un câmp ca şi cum 
dielectricul cu £, ar fi infinit şi în locul sarcinii q s-ar afla o sarcină qai 
Această preupunere îndeplineşte condiția că în interiorul spațiului umplut cu 
dielectricul cu £ ,2 nu există surse de câmp. 
Prespunem că suntem în continuare în cazul cu £n > £, deci q? este 
negativă. Scriem mai întâi condiţia de continuitate a potenţialului într-un 
punct A de pe suprafaţa de separație dintre dielectrici: 


ARE, Ep 426 EnF ATE, Er 
Mai departe, folosind fig.31R,f şi condiţia ££, = e, E, dedusă mai sus, 
obţinem 


ATE, Er ANE, er” 


Din aceste relaţii se obţin două formule simple 
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in fiii n sli = baie si a buc LA 


En En 
q+q'=q" 
de unde se află uşor că: 
Gep du si " 28, 
q' = r2 rì q şi q = —— y 
Eten En tE, 


In concluzie, dacă punctul în care calculăm potenţialul este în mediul cu €, 
“înlocuim q? în formula 


3 
ARE Eh  47E Eu 


iar dacă punctul în care calculăm potenţialul este în mediul cu £ ,2, înlocuim 
q” în formula 


7, It e SRC Ant 
ATEo Eh 


32. Pe fig.32R este reprezentată sarcina q aflată la distanţa d faţă de vârful 
unghiului diedru format de cele două plane conductoare legate la pământ. 
După cum se ştie de la optică, în cazul în care între două oglinzi plane există 


„DĂ 27 ă 
un unghi diedru a =- » atunci 


x un obiect punctiform aflat pe planul 
bisector al unghiului  diedru 
formează N-1 imagini. 

Sarcinile imagine respective sunt 
reprezentate în fig.32R, de 
asemenea şi forțele care acționează 

2 asupra sarcinii „obiect”, q. 

Se vede uşor că sistemul de sarcini- 
imagine şi sarcina-obiect ocupă 


-q9 
ONS 
ia 
d 


ae LL 


| 
N. i vârfurile unui hexagon de latură d. 
y NM Rezultanta proiecțiilor forţelor pe 
ad a axa Ox este, din motive de simetrie, - 
P dia a y zero. Deci forța cerută este 


rezultanta forțelor pe axa Oy: 


F = F, +2F cos 60° —2F, cos30° = 


2 2 2 2 
= eră le Dif opt Lua 


4d Ra a i 


Hi 
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În final: 


“ded (4 3 


33. Să considerăm că cele două plăci conductoare paralele se află în planele 


x = 2] (fig.33R) . Existenţa acestor două plăci conductoare legate! la 
pământ, face să apară o infinitate de imagini ale sarcinii q , din care câteva 
sunt reprezentate în fig.33R (dar nu la scară). Într-adevăr, sarcina imagine 


q}, care se formează în planul x=+/ şi aflată în dreapta acestui plan, 
formează la rândul său în planul 
x=-l, sarcinile imagine 
dau = =q} . Şi invers, sarcina g}, 


situată în stânga planului x=-/, 
crează faţă de planul din dreapta 
La aceste relaţii adăugăm relaţiile de 
transformare a coordonatelor sarcinilor, x: : 


fig.33R 


sarcinile-imagine gq;, =-g;. 


n 


= E a fă = 
din = Xrist l T (x) 1) 
- f+ 
Ans = “an Xna! pii E. (x +1) 


Luând în considerare „condiţiile iniţiale” 


d =% =q ; Xp = =x, 
obținem formulele simple: 


xi = Anda d =q 
Xa =X(4n+2)1—x Aini => 


unde n = 0,1,2,... 

Mai departe este „simplu” . Forţa căutată este rezultanta forţelor care 
acţionează asupra sarcinii q din partea fiecărei sarcini-imagine. Sumând 
separat, după indicii pari şi impari, obţinem: 


n | 2 2 n 2 2 
au q z4 —d q 
jóns m A Baii IDE d eta: 
sai frm =x) (3 =x) Ti E 2) (=, -x) 
După înlocuirea coordonatelor sarcinilor, fiecare termen a sumei a doua 
devine nul şi rezultatul final se poate pune sub forma: 
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E ap VA, 
(2n+ = 


(an -(2) 


Studiul general al acestei sune este mai complicat din punct de vedere 
matematic. Fără a face o eroare foarte mare putem să ne oprim la primii 2 
sau 3 termeni ai acestei sume. 


2 
2 


Rad 
l n=0 


34. Vom nota potențialele punctelor A, (k = 1,2,...,5) cu V, , sarcinile 

condensatoarelor cu capacitatea C; cu qg’ , iar a condensatoarelor cu 

capacitatea Cz cu qz. Simbolizăm pe fig.34R şi semnul presupus al sarcinilor 
de pe armături. 


va viza, v, Deoarece potențialele punctelor 

PERETE ae O Ak a 

s ' formeze o progresie geometrică, 
fig.34R atunci 


q V, = Var“ 
unde r este rația deocamdată necunoscută a progresiei, iar Vy = Up. 
Folosind legea conservării sarcinii electrice, putem scrie relaţia dintre 
sarcinile condensatoarelor conectate la nodul Aj 
dq 
Folosind relaţia care leagă sarcina de pe condensator de diferenţa de 
potenţial dintre armături, obţinem alte relaţii: 
d = CW, =rCW 
g' CW N) = (CI, 
q2' = CW -V)=rU-nCW, 
Înlocuind aceste sarcini în relaţia de conservare, obţinem o ecuaţie din care 
se poate afla raţia r: 
| (1-70 =C, +r( —r)CVo 
sau | 
I-r= r&r- r) 


l 
Soluţiile acestei ecuaţii de gradul al doilea sunt: 


Folosind valoarea raportului dintre capacităţile condensatoarelor, obţinem: 
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Condiţia impusă de problemă este îndeplinită dacă tensiunea celei de-a doua 
surse verifică relaţia: 
U= DA e pază i e UA 

Astfel, problema are două soluţii: | 

U, =39U, =0,24-10V şi U, =3S5U, =0,043V 
Potenţialele punctelor formează progresia: 
în primul caz -70 , -30 , -90 , -270 , -810 , -2430 V, 
în al doilea caz -70 , -3,3 , -1,1 , -0,37 , -0,12 , -0,041 V. 
Ca observație, precizăm că cele două soluții există datorită simetriei 
montajului electric analizat. 


35. Este comod să redesenăm schema ca în fig.35R,a. Din simetria schemei 
rezultă că diferența de potențial între armăturile condensatorului C3 este 
zero. Astfel, acest 
condensator poate fi scos 
din schemă pentru că el nu 
se încarcă cù vreo sarcină 
electrică şi se obține 
schema din fig.35R,b. 
Capacitatea echivalentă a 
schemei rămase se 


fig.35R,a fig.35R,b 


calculează banal. Rezultă C, =2C 


36. Dacă se încarcă fiecare condensator de la baterie până la tensiunea 


U = E şi se leagă bateria şi ambele condensatoare în serie, putem obţine o 
tensiune 3£. Dar aceasta nu este tensiunea maximă posibil de obţinut. Vom 
arăta mai departe că având la dispoziţie două condensatoare şi o baterie, se 
poate obţine o tensiune oricât de apropiată de 4E£. 

Conectăm bateria cu unul din condensatoarele încărcate şi la bornele acestei 
grupări conectăm în opoziţie cel de-al doilea condensator (fig.36R). Notând 
sarcinile pe cele două condensatoare, după conectare, cu q; şi qz , iar 
tensiunile la bornele lor cu U; şi Uz, putem scrie: 

E+U, =U, 
Sarcina totală a armăturilor inferioare (pe figură) este 2CE. Această sarcină 
se redistribuie pe cele două condensatoare, dar se conservă, adică: 
qı +q, = 2CE 
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Pda nituit a: val E MI Deep 


Din aceste două ecuaţii rezultă: 
+ 3 
2 
Dacă se repetă acum aceeaşi operațiune (adică bateria 
cu unul din condensatoare încărcat de la baterie, deci 
2 1 cu sarcina CE, legate în serie, iar la bornele grupării se 
> IC& 
conectează în opoziţie celălalt condensator cu sarcina 


3 
din montajul anerior, adică C DA J; se obține: 


U, = 16 
4 


fig.36R 


Repetând operaţiunea de mai multe ori, obţinem: 

U, >2E 
În final, lepînd în serie ambele condensatoare şi bateria, obținem la bornele 
grupării o tensiune oricît de apropiată de 4E. 


37. a) Transferul de sarcină electrică. între plăci se face prin intermediul 
particulelor de praf metalic care se încarcă (şi se reîncarcă) în timpul 
„ciocnirilor cu plăcile condensatorului. Valoarea sarcinii electrice q a unei 
particule metalice rezultă din condiţia de egalitate a potenţialului plăcii şi a 
particulei în timpul contactului: 
IL = la] = 2z2,rU 
4rer 2 
În condițiile precizate în enunț, particulele se vor mişca uniform accelerat, 


iar viteza lor maximă se poate afla din legea conservării energiei: 
mv? 


max _ 
A 2 a 
In aceste condiții, viteza medie de mişcare a particulelor metalice 
(considerând că viteza inițială este zero, iar accelerația este constantă), este 
dată de expresia: 


Deci, densitatea de curent între armături este 


J = nqv =n- 2me,rU?’S, pæ 
m 


iar intensitatea curentului este 
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I= jS =n- 2ra rU?S |E 
m 
Observăm că legea lui Ohm pentru sistemul dat nu se îndeplineşte. 
b) Pentru a evalua timpul în care are loc descărcarea condepiAului, | 
scriem expresia sarcinii electrice de pe condensator: 


O=cu =&5. 
1 


Dacă tensiunea scade cu 1%, atunci şi sarcina scade cu 1%, deci în timpul 
At, curentul electric trebuie să transporte o sarcină 7Q de pe o armătură pe 
alta, adică: 


IN =nQ0 > ue 
Prin urmare, se obţine 
1) m 
2arnhU Nire 


Am considerat U aproximativ constant, deoarece } este mic, deci şi variația 
tensiunii între armături este mică. | 


Í 


A = 


38. Potenţialul electric creat în punctul A de către placa superioară, cu 
densitatea superficială de sarcină o, este proprţional cu această densitate de 
sarcină, adică V =ao, =ayo,. Pentru y= 1 , potenţialele create de fiecare 


pă 
placă sunt egale, adică V p =, = ao,. Potenţialul total în punctul A va fi: 


Vi = Vine PE = (7+1)ao, | 
Pe graficul din enunţ, pentru y= 1, V, =, deci V, =2aW,, de unde 


V, a 
a = —. Prin urmare, 
20; 


V 
Vi Cat) 


Graficul cerut este deci o linie dreaptă, care intersectează axa absciselor în 
punctul y = -l şi trece prin punctul cunoscut din enunţ. Graficul este 
reprezentat în fig. 38R,a. 

În ceea ce priveşte intensitatea câmpului electric, lucrurile sunt pafin mai 
complicate. 

Dacă y= |, plăcile sunt încărcate cu sarcini egale de acelaşi semn, iar 
punctul A este situat în planul median al celor două plăci. Deoarece câmpul 
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E d 


V (unit. conv.) 


fig.38R,a 


electric total NU este nul, aceasta 
dovedeşte că punctul A se află 
într-o zonă în care apar efectele 
de margine, adică liniile 
câmpului electric se curbează, 
deci există componente şi 
perpendiculare pe cele două plăci 
şi paralele. Având în vedere 
sensul liniilor de câmp şi faptul 


că A este la mijloc, rezultă că componentele perpendiculare pe plăci se 
anulează, iar cele paralele cu plăcile se însumează. Prin urmare, în modul, 


putem scrie Eu = E tE = E. 


În general, intensitatea cîmpului electric creat de un plan încărcat este 
proporțională cu densitatea de sarcină electrică distribuită pe acel plan. La 
fel, vor fi şi componentele acestei intensități, deci putem scrie 
Ec proc = O + Prin urmare, E, + E = ao, +œyo,. Pentru y= 1, rezultă 


Poner, 319 ‘de unde a, = Si A adar, rezultanta componentelor 
Ş p 
170 2 1 2 : 


Oo 


paralele ale intensității câmpului electric în punctul A este: 


E =(1+7) 2 


Dacă y= -1, plăcile sunt încărcate cu sarcini egale, dar de semn contrar. În 
acest caz ținînd cont de sensul liniilor de câmp şi de faptul că A este la 
mijloc între plăci, tragem concluzia că se anulează componentele paralele, 


În final, 


. E (unit. com!) 


fig38Rb 


iar câmpul în A este rezultatul 
compunerii numai a componentelor 
perpendiculare pe plăci. Deci putem 
soner Pau So n r e = Uh 
raționament analog cu cel de mai sus ne 
va conduce la expresia rezultantei 
componentelor perpendiculare ale 
intensității câmpului electric în punctul 
A: 


J 
Ea = (ip) 


EMET 2 
E (y) = NE + El, >> (1-7) tE: (1+7) 
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Graficul este cel din fig. 38Rb, valoarea minimă putând fi calculată uşor, 
pentru 7= -0,6. 


39. a) Între armăturile oricărui condensator încărcat există o forţă de 
atracţie. Deoarece armătura exterioară este rigidă, rezultă că armătura 
exterioară este atrasă, prin urmare tendinţa ei este de a se deforma (de a-şi 
mări circumferința). Deformarea maximă posibilă este limitată de raza 
cilindrului exterior. Alungirea maximă a circumferinței bazei cilindrului 
este A/ = 27(7, + h)— 27, = 27h, iar alungirea relativă maximă va fi: 

E CONESA 
h 
Până la o asemenea limită a alungirii relative, încă se mai poate aplica legea 
lui Hooke. 
Deoarece condensatorul este tot timpul legat la sursă, tensiunea între 
armături este Ug şi rămâne constantă în timpul deformării armăturii 
interioare. Intensitatea câmpului electric între armături va fi: 


U, U, NU EU, 


Rp R-(1, +Ar) 7 R= -Ar har 
unde R este raza tubului metalic. 
Forţa electrostatică dintre armături este 


JOE SENGES aS VAR 
2 AJ) 2 2 (h=Ar 


Conform fig.39R,a şi 39R,b, această forţă este echilibrată de rezultanta 
forţelor elastice, care acţionează spre centrul cilindrului: 


F 


F =2F, sin = = Ea 


Folosind legea lui Hooke, putem scrie: 
A E ID ra- 1 F 
li LS Na E dAz 
unde d este grosimea peliculei. Este 
comod să folosim tensiunea mecanică 


fig J9Ra fiz39Rb 
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F, } 
liniară f, zi şi să notăm produsul Æd = y (această mărime poate. fi 


denumită, de exemplu, modul de întindere). Cu aceste notații, legea lui 
Hooke se poate scrie 


sade 
A 
Prin urmare, forţa F, se scrie astfel: 
E = LAza = eyAza = po d 
Io 
Egalând cele două forţe care se echilibrează, rezultă: 
l 2 
&raAz| U Ar 
2 (h-Ar K 


de unde, având în vedere că r =, +Ar, se obține 


2 
E&f Us | Mi 
2 \h-Ar h h +Ar 
Această ecuaţie poate fi adusă la o ecuație algebrică de gradul al III-lea, iar 
pentru aflarea soluţiilor vom putea aplica metode aproximative. Dar mai 
întâi să aducem ecuaţia la o formă mai simplă, în care să apară explicit 
necunoscuta x. De aceea folosim substituţia Ar= x}. Se obţine, după 


câteva transformări: 


EU? l x 

E PER G 

2h (i-a) l+x 
h 


Notăm mărimile adimensionale şi calculăm valorile lor în SI: 


aUn . 885-102-(1,0-10) (1,0-102)' 


| z 2,84.10 
4 2 y 2-(L0-10°} 156 
lo 
sery 
2 7 


Se obține ecuația - 
4 A pei N 
(1- 8x7 MITE 
O analiză grafică a soluțiilor vom face la subpunctul următor. Aici ne vom 
limita la a observa că Ag este foarte mic, de aceea şi soluția trebuie să aibă o 


(1) 


\ 
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valoare foarte mică. Considerând deci x << 1, ecuația se simplifică şi 
rezultă cerința primului punct: 


xz A = z 2,84-10% 


b) Tensiunea maximă care 
poate fi aplicată între. 
armăturile condensatorului 
este cea pentru care are loc 


21 
[săi 


owl- 


i un scurtcircuit între 
00 Besti A ` A A 
na mrasa aoka 2 armături, când datorită 
T o „ae deformaţiei armăturii 
SN interioare aceasta va atinge 
cl 1 SE 5 armătura exterioară. In 
Cere al E această situaţie, deformația 
e : ! relativă va fi 
0 031 om co 004 03 005 097 00 0% 04 
0 . o1 A h 
x= PB =—=0,1 
h 


O înlocuire (lirectă a acestei 
valori în (1) nu se poate 
face, deoarece numitorul se 
anulează. Pentru analiza 
comportării | armăturii 
deformabile din polimer 
odată cu creşterea tensiunii, 
vom construi graficele 
dependenței celor două 


0001 


n 


nresiunaa eistrostatica 


i GI! r 


o= : 
3 taf’ mar’ ar’ atag ert mah B sT’ ao? 


A a iz forţe raportate la unitatea de 
suprafaţă (presiuni), care se 
fig.39R,d echilibrează şi care 


reprezintă de fapt membrul 
stâng şi membrul drept al ecuației (1). Graficele le vom analiza doar în 


domeniul -0 < x< g` , unde în loc de Ag vom avea un parametru variabil A, 
dependent de tensiunea aplicată între armături. 

Pentru A = Ao graficele din fig.39R,c şi 39R,d arată că există două soluţii ale 
ecuaţiei (1). 

Graficul din fig.39R,d este o porţiune mărită a graficului din fig.39R,c, în 


apropierea originii, pentru a se observa mai bine prima intersecţie între cele 
două curbe. 
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Pentru o valoare mică a parametrului A (aşa cum este 49) , în intervalul care 
ne interesează 0 <x <0,1, prima soluţie este cea obţinută de noi la punctul 
anterior și corespunde unui echilibru stabil. Cealaltă soluţie corespunde unui 

echilibru instabil. Este clar 
că odată cu creşterea 
tensiunii pornind de la 
zero, la început se va atinge 
prima stare de echilibru, 
cea de echilibru stabil. Pe 
măsură ce tensiunea sursei 
creşte (Şi odată cu ea creşte 
şi valoarea parametrului 4) 


git „ curba de dependenţă a 
L) 001 042 003 0094 005 005 007 0% 0% 01 . .. . 

o x o presiunii electrostatice se 

y va ridica şi la un moment 

fig.3 Re dat pentu o anumită 


valoare A" va deveni 
tangentă la -graficul presiunii elastice (fig. 39R,e€). În acest moment 
condensatorul devine instabil. Valoarea critică 4" poate fi găsită prin mai 
multe metode. Vom folosi cea mai simplă metodă (după părerea noastră). 
Se observă din grafice că în domeniul analizat curba presiunii elastice poate 
fi înlocuită cu precizie ridicată cu o dreaptă: 


P. elastic T ad. 


Te 
Folosiiid aceasta, ecuaţia se poate transcrie 


2 
A= x(1- $x) 
Se înţelege că această ecuaţie nu va avea soluţii dacă valoarea parametrului 


a à ; a a 2 ; 4 
A este mai mare decât maximul funcţiei y=x(1- £x) . Derivata acestei 
funcţii este: 


y'=(1- px) -2px(1- px)=(1-x)(1-32x) 


şi ea devine zero pentru Jx RS (valorii Ax" =1 îi corespunde un punct 


`- de discontinuitate a funcției). Astfel, valoarea maximă a acestei funcţii şi 
„deci şi valoarea critică a parametrului A va fi 


Folosind expresia parametrului 4, obţinem 
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EU? m __4h 


De PEDIR, 

de unde 
_ | hp 
n i 27E, 


Înlocuind aici valorile numerice, se obţine U 72-10. 


Ca observaţii, să precizăm că la tensiunea de 1 kV deformația tubului de 
polimer este practic neglijabilă, iar la tensiunea de 7 kV în condensator se 
produce scurtcircuit. Trebuie să recunoaştem, „invenţia” nu reprezintă un 
dispozitiv destul de fiabil. 

Pentru confirmarea finală a preciziei rezultatului obţinut construim 


(fig.39R,£) graficul funcţiei A = x (1-8x) (linia continuă). Linia punctată 


fig.39R,f 


reprezintă graficul funcţiei A = (1 — By ra (fără aproximaţia legată de . 


presiunea elastică). 

Se observă că aceste funcţii nu diferă nesemnificativ. În domeniul valorii 
maxime găsite, diferenţa dintre aceste funcţii o putem deduce din 
dezvoltarea 


A=(l- Ax) =x x(1- Bx) (-x) 


de unde rezultă că croarca relativă a aproximaţici noastre este 
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DA y. k PR i os 

A 278 

(adică 1,5%) ceea ce duce la o eroare în determinarea tensiunii maxime 
(având în vedere că U VA”) de două ori mai mică, adică de ordinul 0,8%. 
O asemenea precizie nu este asigurată nici de datele iniţiale ale problemei, 
de aceea este superfluă. Se observă că pentru x mici, graficul acestei funcţii 
este liniar, ceea ce confirmă valabilitatea aproximaţiilor făcute la 
determinarea deformaţiei cerute la punctul a) al problemei. 

Să mai subliniem că folosind graficul din fig.39R, f se poate obţine şi 
soluţia ecuaţiei iniţiale (1). Acestea corespund intersecţiei graficului funcţiei 
cu dreapta orizontală care trece prin valoarea parametrului A din ordonată 
(pentru a fi vizibil, valoarea lui A s-a luat mai mare decât cea obţinută în 
timpul rezolvării problemei). În afară de asta, se vede că această ecuaţie are 
în total trei soluţii aşa cum trebuie să aibă o ecuaţie de gradul al III-lea. Ce 
semnificaţie are soluţia a treia vă lăsăm să căutaţi singuri. Pe noi ea nu ne 
interesează, întrucât iese afară din domeniul cu care avem de-a face. 


40. Vom considera, ca de obicei, că sferele se află destul de departe de alte 
corpuri, potenţialul unui punct situat la infinit faţă de sfere (de aceea, şi a 
oricărui punct legat la pământ) este nul, iar permitivitatea electrică relativă a 
mediului sintre sfere este egală cu 1. Deoarece sfera interioară este legată la 
comutator printr-un fir subţire, neglijăm sarcinile electrice de pe acest 
conductor şi de pe comutator, adică vom considera numai câmpurile 
electrice generate de sarcinile de pe sfere. La îndeplinirea tuturor acestor 
condiţii trebuie considerat că în starea iniţială, când comutatorul se află în 
poziţia |, potenţialul sferei interioare este nul, iar în starea finală, când 
comutatorul se află în poziţia 2, potenţialul sferei este E (t.e.m. a sursei) . 
Deci şi în starea iniţială şi în starea finală, pe sfera interioară trebuie să se 
afle o anumită sarcină electrică. Notăm această sarcină, în cele două stări, 
cu qı, respectiv, q2. 

Luând în considerare simetria aşezării sferelor şi presupunerile făcute, se 
poate afirma că între sfere, la distanţa p ( r < p< R) față de centrul lor, 


câmpul electrostatic, la momentul inițial şi final, trebuie să fie la fel ca şi 
cum sarcinile q}, respectiv q2, ar fi plasate în centru. Deoarece sfera 
exterioară este izolată, sarcina ei totală rămâne neschimbată şi egală cu q, 
iar câmpul în exteriorul sferelor , adică pentru p> R , în stările inițială şi 
finală: este la fel ca şi când în centrul sferelor ar fi plasate sarcinile 
punctiforme q + qı, respectiv, q + q. Prin urmare, trebuie să se 
îndeplinească relaţiile: 
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1,429 
mes: 
1 dem = 46 
Rr 


unde & este permitivitatea electrică absolută a vidului. Din aceste relaţii 
rezultă că după comutarea de pe poziţia 1 pe poziţia 2, prin sursă trebuie să 
treacă sarcina Ag=q,—q,. În aceste condiţii, forţele exterioare 


generatorului vor efectua lucrul mecanic L = EAg. Conform legii 
conservării energiei, acest lucru mecanic este egal cu suma dintre variaţia 
(creșterea ) energiei câmpului electrostatic, datorat variaţiei sarcinii de pe 
sfere şi energia disipată sub formă de căldură. 

Energia câmplui electrostatic, când comutatorul se afla în poziţia 1 se poate 
calcula pe baza următoarelor considerente: intensitatea câmpului electric la 
o distanţă r faţă de centru, cu îndeplinirea condiţiei 7 < p < R trebuie să fie 


la fel ca şi a sarcinii q, plasată în centrul sferei, adică: 
Eo- 
47e,p | 
şi de aceca diferența de potențial dintre sfera interioară şi cea exterioară este 
qg (1 1 agi(R=r) 
AV, = —] =- — |= = 
4nre\ r R 4nerR 
De aici rezultă pentru capacitatea electrică a celor două sfere , cu alte 
cuvinte capacitatea condensatorului sferic, formula: i 
; _ Qq _4TrR 
AV, Ri 
După cum am spus deja, pe suprafața exterioară a sferei de rază R, în starea 
inițială se afla sarcina q+q, şi de aceea între această suprafață şi corpurile 
foarte îndepărtate de ea a existat un câmp electric. Considerând suprafaţa 
respectivă ca o armătură a unui condensator, cealaltă fiind corpurile situate 
la infinit, se poate scrie formula capacităţii acestui condensator: 
C° = 4re,R . Folosind expresia cunoscută pentru energia câmpului electric 


al unui condensator, aflăm energiile cîmpurilor electrostatice în stările 
iniţială şi finală: 


2 2 nes 
w = „lara) a (R r) 


a dl i20 87e,R” 
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y È (ara): (arati) rtg (R=) 
“TATR Sre R? 
Căldura disipată va fi 
O = L+ (W —W,) = 275rE? 


41. Vom rezolva problema în trei etape. În prima etapă vom calcula 
potenţialul în interiorul stratului dublu. După cum se ştie, în interiorul 
sferei, dar în acest caz şi în exteriorul ei, intensitatea câmpului electric este 


A 


zero, deci potenţialul este constant. In spaţiul dintre cele două suprafeţe 


sferice concentrice, intensitatea câmpului electric este £ = unde O 


E 
este sarcina totală de pe suprafaţa interioară, iar R distanţa față de centrul 
sferei. Această formulă arată că , în spaţiul dintre cele două sfere, câmpul 
este creat numai de către sarcina de pe suprafaţa interioară şi coincide cu 
câmpul creat de o sarcină Q punctiformă aşezată în centrul sistemului. De 
aceea, diferenţa de potenţial dintre cele două suprafeţe sferice se va putea 
calcula după formula: 

AP 2, p a ol a) a 

"o e AneR, 4re(R,+AR) 4re (R, R+AR) 4re,R (R +AR) 


(termenul a << 1 conform condiţiilor 


problemei şi poate fi neglijat). 
Deoarece sarcina feţei interioare este 
O = o, 4zR? „rezultă 
o, AR 
Eo 
Dacă potențialul în exteriorul sferelor 


(la infinit) este nul, atunci potențialul sferei interioare, deci şi în interiorul 
sferei mici va fi: 


AV =- 


fig.41R,a 


c, AR 
Eo 


Vg =A =- 


int = 


Graficul potențialului este reprezentat în fig.4 1R,a (grosimea AR poate fi 
neglijată şi se poate considera că potenţialul suferă un salt). O asemenea 
curbă de potenţial se numeşte „groapă de potenţial”. 


130 Electrostatica — rezolvări 


A doua etapă de rezolvare va răspunde la întrebarea: ce se întâmplă cu o 
particulă încărcată care intră oblic într-un asemenea strat dublu. Pentru 
aceasta să considerăm un caz mai simplu — adică un strat dublu plan, cu 
câmpul electric din interior, uniform (fig.41R,b). Evident că particula se va 
mişca prin interiorul stratului dublu pe 
un arc de parabolă (se poate face 
analogia cu o aruncare pe oblică în 
câmp gravitațional uniform). Aplicând 
legea conservării energiei şi faptul că 
componenta perpendiculară pe liniile 
de câmp electric a vitezei particulei nu 
este afectată în timpul traversării 
stratului, putem scrie: 


2 2. 
fig.41R,b 2 Ne Noy gEd 
B 2 2 


vo sin & = v, sin J 
Din aceste două ecuații se elimină vz şi se obține: 


2qAV 
unde am înlocuit AV = Ed. Expresia „|L+— poate fi notată cu “n” şi 
0 
reprezintă un “indice de refracție” electrostatic pentru particula care 
traversează stratul dublu. 


A Astfel am ajuns la etapa a treia care 
constă de fapt în aflarea cerinței 
problemei. În cazul nostru, 

particula va suferi. două “refracții”: 
`gr------------}-------¥- prima dată la intrarea în sferă şi a 
doua oară la ieşire (fig.41R,c). 
Cerinţa problemei este aflarea 
unghiului 8. Din desen se vede că 


fig.41R,c 


8 
8 =2(a-— p), de unde (dE ie 
Deci 


sin g sing sing 


SIA sn(a -2) sin cico cosa sin? 
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Din acelaşi desen se vede că 
. Add, = 
sng =— ŞI cosg = 


EP 
R 


Inlocuind acestea în ecuaţia de mai sus, se obţine 


sa d 


DO a aa] 
d Sei 2 -d° sin= 
iz R oy 
dcos- JR = dă sn „6 


n 


de unde 


Aceasta este o ecuație de forma 
; a-cosx-—b-sinx=c 
Împărţim ecuaţia la Na? + 82 şi obţinem 


a b 4 c 
FR COS XR SIN X = 
a: +b? Jæ +b? Jæ +b? 
Be a LIS J b 
Notăm ——==siny ŞI = zcosy (se 
pe +b? G +b? 
sin? y +cos? y =1 ).Ecuația devine: 
! sin y cosx — sin xcos y = 
a2+b? 
de unde 
: c 
sin(7—2)=-—=—=—=—=>== 
a? +b?’ 
4 c 3 a ' 
X = y -arcsin —==—= = arcsin ——=== — arcsin 


[63 
E T A 


Inlocuind semnificația coeficienţilor a , b şi c , rezultă 


0 Ph ma 

— = arcsin — — arcsin — 

2 R nR 
Folosind identitatea trigonometrică 


arcsin a — arcsin f = arcsin (ehi -p7 — Bsfizo2 ) 


obţinem 


0 |a d’ d d? | 
— = arcsin| — |l- —— -— ll — 
2 Ri nR nR R? 
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verifică 
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În final, înlocuind şi expresiile pentru n şi AV se obţine relaţia finală pentru 
0: 


8 = 2arcsin d 
24,0, AR 


g BE 


2 
E)IVo 


42. Să considerăm că sarcina electrică de pe placa exterioară inferioară este 
q, iar cea superioară este -q. Distribuţia sarcinilor în sistem arată ca în 
fig.42R. . Deoarece plăcile 1 şi 4 sunt unite printr-un fir conductor, ele au 
acelaşi potențial, sau diferenţa de 
potenţial dintre ele este zero. Se poate 
scrie: 
V-V, =V VW =0 
sau l 
-g(H-h-x) (Q-4)h za _ 
EoD E9 E 
De aici rezultă 
Oh = aH (1) 


(0) 


Energia inițială a sistemului este 


2 . 
W, _ pa „(HI =h=x), (0-4) h È(H-h) (Q-a h 
0 225 225 2£5 | 265 26, 
lar cea finală (rămâne încărcat doar condensatorul cu distanţa % dintre 
armături): 


W= Q°h 
265 


Lucrul mecanic cerut va fi: 


25,5 255 255 


k h 
Inlocuind aici q = pi , care rezultă din formula (1), după câteva calcule 


elementare se obţine rezultatul căutat: 


2 72 
A 
2& SH 
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43. După deconectarea grupului de condensatoare de la sursă, sarcina 
electrică cu care se încarcă gruparea de condensatoare este egală cu suma 
sarcinilor tuturor armăturilor legate la una din bornele bateriei Şi rămâne 
constantă indiferent de poziţia ulterioară a întrerupătorului K. Însă, după 
închiderea întrerupătorului K, capacitatea electrică a grupării de 
condensatoare se va modifica şi sarcina totală se redistribuie pe armături. 
Fie Co şi Wo şi C şi W capacitatea electrică şi energia înainte de închiderea, 
respectiv, după închiderea întrerupătorului K. Atunci, variaţia energiei 
grupului de condensatoare va fi: 


Deoarece sarcina iniţială este g = CU, , se obţine 


2 
AW = CU Co = (0) 
2 C 
şi astfel problema se reduce la aflarea capacităților grupării, înainte şi după 
închiderea întrerupătorului K. 


Înainte de închidere, avem două grupări serie legate între ele în paralel. Deci 


e Aa ia Y: =~ = 0,83 uF 
C+C CC, 


După închiderea întrerupătorului K, q = CU , unde U este noua tensiune 


între m şi n. Presupunând distribuţia de sarcini electrice pe armăturile 
condensatoarele aşa cum este trecută pe figura din textul problemei şi 
folosind legile lui Kirchhoff pentru reţele de condensatoare, putem scrie 
sistemul de ecuaţii: 


q=q+d 
-q +q +q; =0 
—d3 +q4-q; =0 
EN + ls a Ja = 0 
G G G 
“ame T 0 
CIRC ME, 
Arla ysg 
Ca TE 
Înlocuind aici valorile capacităților date în enunț, aflăm q: 
IN! 


SSU =0,85U 
= 
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Prin urmare capacitatea echivalentă între bornele m şi n devine C = 0,85 pF. 
În aceste condiţii, folosind formula (1), obţinem: 

AW = -3,9-10 J 
Semnul minus din rezultat arată că la închiderea întrerupătorului, energia 
grupării scade, chiar dacă sarcina totală de pe ea nu se modifică. 
Redistribuirea sarcinilor pe condensatoare înseamnă curenţi electrici 
datorită cărora se disipă energie sub formă de căldură pe conductoarele de 
legătură. De asemenea, curenţii fiind variabili, există şi emisii de unde 


electromagnetice din reţea care de asemenea preiau energie. 
2 


Aşa cum se vede din relaţia W = F , dacă energia se micşorează, în cazul 


sarcinii q constante, capacitatea creşte.Acest rezultat are un caracter 
general: dacă în orice grupare de condensatoare, deconectată de la sursă, 
se unesc cu un conductor două puncte care nu reprezintă bornele care au 
fost conectate la sursă, aceasta va duce la micşorarea energiei şi creşterea 
capacităţii electrice a grupării de condensatoare: 
| 

44. Vom afla mai întâi sarcina electrică de pe condensatoare. După 
închiderea lui Ki condensatoarele sunt conectate în serie lla bornele 
generatorului. Se poate scrie uşor că 


SA a 
a_142C DOC 
2CE À 
i de unde q =——. Tensiunile pe cele două 
E Id c | In 3 
condensatoare vor fi: 
2E E 
U = — . = 
fig.44R CE i 3 


Se închide K>. Să considerăm că imediat 
după închidere, intensitatea curentului electric prin generator este /, prin 
condensatorul C este Jc , iar prin rezistor este Je (fig.44R). În timpul 
procesului de reîncărcare suma tensiunilor de pe condensatoare în orice 
moment este E, deci E = uc +uc. De aici rezultă due — duc =0. 


Semnul minus indică faptul că condensatorul C se descarcă, iar 2C :se 
încarcă. Prin urmare, du, = duze, adică: 
dq. _ dqzc 
G 2C 
sau 
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Ldt _Idt 
Ci t. 


yy 
De aici rezultă 7 = 27, şi Îi =1+1c 35/7 S, 


Cînd se deschide K3, adică atunci când intensitatea curentului prin generator 


devine Fi noua sarcină pe condensatorul C va deveni 


Sarcina pe 2C în acest moment va fi. 


Legea conservării energiei între aceste două momente de timp poate fi 
scrisă astfel: 

L=Q+W'c-W)PW'ic- We) 
unde W sunt energiile inițiale şi finale ale condensatoarelor, iar L = EAq este 
lucrul mecanic efectuat de generator. Rezultă: i 


2 12 2 
de q x q 
Q=E — —-— 
(a'ze=4)- £- £) | 4C 2) 
Înlocuind aici valorile sarcinilor, se găseşte în final: 


2 
O ae 
2 


45. Problema nu este dificilă, important este să nu se piardă din vedere 
vreuna din variantele posibile. Se poate 
analiza o schemă unică (fig.45R), dar 
trebuie luate două cazuri posibile pentru 
tensiunea cunoscută: Uo = 1 V şi U= -1 
V. În acelaşi timp vom lua în considerare 
ŞI „permutarea” condensatoarelor 3 şi 4; 
acelaşi lucru se va obţine automat pentru 
_fig.45R condensatoarele | şi 4 şi 2 şi 4 prin luarea 
în considerare a polarităţii bateriei cu 


tensiunea U}. 
Deci, dacă condensatorul 2C este neîncărcat, atunci potenţialul punctului B 
este nul. Alegem punctul cu potenţial de referinţă nul al schemei, punctul la 
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care este conectată armătura inferioară a condensatorului 3. În aceste 
condiţii VA = - Uo. 

Sarcina totală de pe armăturile inferioare a condensatoarelor 3 şi 4 şi de pe 
armăturile superiaoare a condensatoarelor 1 şi 2 este zero: 


Q +0, -0, -0, =0 
Deoarece Q4 = 0, avem: C(U, - (U) + CU, = C(-U,) 
De aici, U, = - Uo, ṣì pentru U, =+lV, rezultă [U, = F17] 
Dacă condensatorul 3 este neîncărcat, Q +0, — J, =0 şi AN 0, iar Vg = Uo. 


Rezultă: 
CU, +C(U, -U,)=2CU, 


3 
De aici U, =3U, =41,5V 


Dacă condensatorul 1 este neîncărcat, O, —0, —0, =0 şi Va = U, iar Vg = 
U, + Uo. Deci: 
CU, +C(U, —U,)=2Cu, 

De aici, U, =-U, = FIV , 
Şi în fine, dacă condensatorul 2 este neîncărcat, atunci: 0,-0,- Q,=0şi 
V, =U, —Uos iar Vg = Ul. Se obține: | 

C(U, -U, +U,) = C (U, -U,)+2CU, 
de unde U, -2v, -+2 Vă. 
Aşadar, tensiunile posibile pentru bateria conectată vertical, astfel încât cel 
puţin un condensator să fie neîncărcat sunt £y EVES S V cuo 


polaritate sau alta. 


46. După ce plăcilor interioare li se comunică sarcini q egale şi de semn 
contrar şi atâta timp cât plăcile exterioare nu sunt conectate, energia 
electrostatică a sistemului este 


V/ ES, s 3 3 
unde C af este capacitatea condensatorului plan format de plăcile 


interioare. 
După conectarea între ele a plăcilor exterioare, potenţialele lor se egalează. 
În aceste condiţii, pe suprafeţele interioare ale plăcilor interioare vor rămâne 
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sarcini egale în modul dar de semn contrar. Fie modulul acestor sarcini, qi 
şi modulul sarcinilor de pe suprafeţele exterioare ale plăcilor interioare, q>. 
Conform conservării sarcinii electrice, q =q, +q,. 

Se formează astfel un sistem de trei condensatoare. Tensiunea între 
armăturile condensatorului format de feţele interioare ale plăcilor interioare 


este U, = n , iar între armăturile condensatorului format de una din plăcile 


2 


; : : Au RA um à _ d 
exterioare şi faţa cea mai apropiată a unei plăci interioare este if ir 


Deoarece plăcile exterioare sunt conectate între ele, se poate scrie 
2U, —U, = 0. de aici rezultă: 


_ 24 A 
q, azi A > 2 = 3 
Deci, energia electrostatică a sistemului va fi: 
-Lp È 
20 a 3C 


Deoarece se neglijează pierderile de energie prin radiație, conform legii 
conservării energiei, căldura degajată este 


De aici rezultă modulul sarcinii cu care au fost încărcate inițial plăcile 


interioare: 
A jese, 
d 


47. Fie densitatea superficială de sarcină de pe armăturile condensatorului, 
egală cu o. Dacă ţinem cont de o proprietate fundamentală a dielectricilor 
aflaţi în cîmp electric, şi anume - câmpul electric total creat de sarcinile de 
pe armături şi de sarcinile de polarizare a dielectricului este de £ ori mai mic 
decât câmpul creat numai de sarcinile libere de pe armături - putem scrie: 


sa O. 
O+0 =— 
E, 

`s de unde 
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c-l 


=-— 0 
E€ 

În aceste condiţii, modulul forței care 

acţionează asupra unităţii de suprafață 

(efortul unitar) a dielectricului este 


Das: 
fig.47R Dacă efortul unitar maxim la care rezistă 
plăcuţa este Tọ, atunci ea se va rupe sub 
acţiunea forţelor coulombiene care apar atunci când pe armături avem 
densitatea de sarcină: 


_ [2E 
s?—l 4 
Pentru aceasta, tensiunea care trebuie aplicată între armături este: 
o e= sa 2ațe 
u=Z(p-a+2)- E En = (De-(e-Dd) 
Ei E E ENN 


48. Să preupunem că la un moment dat, s-a scos din condensator o porțiune 
de dielectric de lungime x. Atunci capacitatea electrică a sistemului este 
echivalentă cu cea a două condensatoare: grupate în paralel: unul umplut 
parțial cu dielectric şi celălalt fără dielectric. Cel umplut parțial cu dielectric 
este echivalent cu două condensatoare grupate în serie, unul cu dielectric şi 
celălalt fără. Această capacitate echivalentă este: 


_226,a(a-x) „Za 
die, dia n ja 
În acest moment, sarcina electrică de pe condensator este 
sa 2e, (a-x)+x(6, +1) 


ğ=CU =U 
d CEN 
Deci, intensitatea curentului electric prin rezistor este 
[r= a yia l ea 
At e i 


Căldura degajată cerută va fi: 
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Par e et: a E la ad 
A v &+1l) d? 


49. Pentru a calcula intensitatea câmpului electric în cele două porţiuni, 
folosim sistemul de ecuaţii: 


&E = ek 

VW =El+ E 
unde prima ecuație reprezintă condiţia de continuitate a valorii inducției- 
electrice la suprafața de separație dintre două medii dielectrice diferite, iar 
cea de-a doua rezultă din adunarea relațiilor 
V(D-V(0)= Bl 
VE) -V(D = El 
Rezolvând sistemul, se obţin valorile 


E _ 20) şi ; a-n) 
' (ats) * (ae) 
Pentru calculul potenţialului avem relaţiile: 
- pentru x e (0,7) V,- = Ex , de unde 
E x 
V, =V +—— (V, -V )= 1 
iaai ODA 7 () 
- pentru x e (7,21) WWW =E(x—) 
V, se poate afla din (1) şi dă: 
E 
V, =V% +—— (V, -V, 
Ii Papal 2 1) 
Rezultă 
y EUELA SE AA) (2) 


x 


E tE, (6, +e )l 

Se observă că cele două expresii pentru 
potențialul electric în- funcție de x 
reprezintă nişte ecuații de gradul I, deci 
graficele vor fi două linii drepte cu pante 
diferite. De exemplu, pentru cazul £, >, 


graficul arată ca în fig.49R. 
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50. Să analizăm puţin fenomenele fizice care au loc. Imediat după 
închiderea circuitului, pe plăcuţă apar sarcini de polarizare (pentru scurt 
timp plăcuța: se comportă ca un 
dielectric). După aceea, ca urmare a 
mişcării sarcinilor electrice are loc o 
redistribuire a sarcinilor, până când 
intensitatea câmpului electric din ` 
interiorul plăcuței devine zero (plăcuța 
devine conductoare). i 

Notăm cu oo densitatea superficială de 
sarcină de pe armături, iar cu O! de pe 
feţele plăcuței (semnele lor sunt arătate 
pe fig.50R,a). Deoarece tensiunea dintre 


fig.5OR,a armături se păstrează constantă se poate 
scrie relaţia: 
_ k 
U, =E 3 ths (1) 
2 2 / 


unde Æo şi E, sunt intensităţile câmpurilor electrice dintre armături şi 
plăcuţă, respectiv, din interiorul plăcuței. Intensităţile acestor câmpuri 
electrice în funcţie de densităţile superficiale de sarcină sunt: ! 

' j 


O, L On- 0 ! 
pate, poet asul. O 
o Eo 


După închiderea circuitului, aproape instantaneu, pe plăcuță vor apare 
sarcini de polarizare, astfel încât intensitatea câmpului electric în interiorul 


PI ; Tn in SA ; E E 
plăcuței ve deveni de s, ori mai mică decât în exterior, adică £, = — , de 
r 


aceea folosind (1) putem scrie: 


h Eh €, 2U 
U, =E += 5 E =— 3 
T zi ° &+l h 6) 
Intensitatea acestui câmp electric este creată de sarcina 
2U 255, 
G, =o na E a E7 OO C (4) 
E€+1 h 


r 
Sub acțiunea câmpului din interiorul plăcuței, va începe să circule curent 
electric, care va modifica sarcina electrică atât pe fețele plăcuței, cât şi pe 
armăturile condensatorului. Curentul electric va deveni nul, atunci când 
intensitatea câmpului electric în interiorul plăcuței va deveni zero. După 
terminarea acestui proces de redistribuire a sarcinilor, intensităţile celor 
două câmpuri vor fi: 
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iar sarcina de pe armături: 


Qui = 095 = & ES = 


Astfel, 
Q, = 7,9-10*C la Q, =11-10°C. 
Pentru a descrie dinamica variaţiei sarcinii între aceste două valori, din 
formulele (1) — (2) exprimăm: 


09 = 


Q, = 


sarcina de pe  armăturile 


UE 


h 


h 


g! 
-4 — 


2 


VES Q' 


2 


2U 
TEINS 
PUE S 11.10*C 
h 
condensatorului 


141 


(5) 


variază de la 


(6) 


unde Q'este sarcina de pe suprafaţa plăcuței: Variația acestei sarcini este 
datorată curentului prin plăcuță, a cărui intensitate poate fi scrisă cu ajutorul 


legii lui Ohm: 
h h 
' E, n a ' 
AO! _ pile 9 BA pna, 
Ati ăia AR Fair Ep 
2 


(7) 


Folosind relaţiile (6) eliminăm din relaţia (7) pe Q' şi vom obţine o ecuaţie 
care descrie E sarcinii de pe condensator: 


E LATO -0,) 


"A 


le- 2U, Peas). 


26,p 


(8) 


Din această ecuaţie rezultă că timpul caracteristic în care se modifică 


aa tes) 
0 


10 


1104) 


al A ÎI |] 


TAN 
Sa Eee ÎS, SI 


Baal [| | 


A 


FE ad || L] 
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sarcina (adică cât există practic curentul electric) este: 
7 = 2p& x 0,18s (9) 
(alea stiata inițială a curentului electric este i 


A (0, —0u.) 218: 107 A, care după aceea va igicenă să scadă 


T, 
spre zero. Graficele cerute sunt reprezentate în fig.50R,b şi 50R,c. 


Pentru determinarea căldurii degajate de plăcuţă, folosim consideraţii 

energetice. 

.- După închiderea circuitului în condensator exista o energie 
CU: O% 
2 2 


2i 
ea 2E Ua 2e, SN" L © 255 
a =|| == Ca, E pen E 
h h E€ +1 h 


şi este capacitatea iniţială a condensatorului. 

- În timpul cât circulă curent electric, generatorul efectuează un lucru 

mecanic L = (Qn ~Q )Uo | 

- După redistribuirea sarcinilor, energia capului electric din condensator 

CU U? 2L 
"D 

după încetarea R electric prin plăcuță. 

Astfel, bilanțul energetic se scrie: W, +L=W +øŌ, unde am notat cu Ș 

căldura degajată în plăcuţă. De aici se găseşte: 


Ö= L+, -W = (Q =0;)U 20. -0)U, == (0u -0,)U, =7,8-10%4 


m = „unde 


„25 | 
va fi W = „unde C; sT - capacitatea condensatorului 
1 
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1. La conectarea generatorului între punctele A şi B schema devine 
simetrică faţă de planele care conţin muchiile AA! şi BB!. Deci muchiile 


fig.1R 


CD şi EF sunt echipotenţiale şi pot fi eliminate, deoarece prin ele nu circulă 
curent electric. Mai departe, schema se simplifică, conform fig.lR. Se 
obţine o schemă care constă din două porţiuni infinite, conectate între ele în 
paralel faţă de punctele A şi B şi rezistorul Rap = R, de asemenea, în paralel 
cu cele două porţiuni. Pentru calculul rezistenţei echivalente a unei porţiuni 
infinite folosim metoda binecunoscută: rezistenţa nu se modifică dacă 
adăugăm sau scoatem o celulă care se repetă periodic. Atunci, dacă notăm 
cu r rezistenţa echivalentă a unei porţiuni infinite, putem scrie: 


FR 
R+r 


p= R(1+ 43) 


Rezistenţa echivalentă a întregi reţele va fi atunci: 


ra 


de unde rezultă 


aa 4 2 
RaRa T 
de unde se obține 
vie 


NE 


2. Pentru rezolvarea acestei probleme ne vom folosi de principiul 
superpoziției şi de simetria schemei. Să presupunem că prin punctul A 
(fig.2R) se injectează în rețea un curent de intensitate 7. În absenţa unei 
borne B prin care iese curentul din reţea, el se va distribui prin laturile 
schemei ca în figură, adică prin cele trei laturi care au nodul comun A, 


n I y z E a A 
curenţii vor fi F după care se împart în doi curenți 7’ ş.a.m.d. 
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Dacă se conectează la punctul B un 
generator astfel încât curentul total care 
iese din reţea spre generator să fie de 
asemenea J, atunci distribuția 
curenților prin laturile rețelei va fi 
analoagă. 

Astfel, dacă rețeaua este conectată 
simultan în cele două puncte A şi B, 
atunci tensiunea între A şi B va fi 
(factorul 2 apare datorită superpoziţiei 
celor două stări descrise separat mai 
sus): 


U MR +28 =1R 
fig.2R 3 6 
Deci rezistenţa echivalentă a întregii 
reţele va fi 


3. ' Problema se alle rezolva 
folosind legile lui Kirchhoff, sau 
transfigurările stea-triunghi, dar 
vom alege o metodă mai simplă, 
care se bazează pe simetria 
schemei. 

În schemă (fig. 3R)există două 
tipuri de rezistoare: tip „rază” RR, şi 
tip „arc de cerc”, R2. 


fig.3R 


Valorile pentru R,, respectiv R, sunt: 
D 


a d e. qâte 405. = 
hepp =ne EA SR 
zD 
R =p =5-10*. 


7:0,25 
tabu 

Mai departe, ne vom imagina rezistorul CD ca fiind compus din două 

rezistoare de valori 2R, legate în paralel. În aceste condiţii, porţiunea ‘de 

reţea ADB poate fi eliminată, deoarece din motive de simetrie a schemei 

faţă de 1 şi C (contactele schemei), punctele A şi B au acelaşi potenţial . 
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astfel se observă că între gi C şi F şi C vom avea câte doi rezistori Ry şi 
2R;, legaţi în serie. 
Mai departe, din aproape în aproape, schema se reduce la un singur rezistor 
conectat între I şi C, având rezistenţa echivalentă 

R=1,49 


4. După legea lui Ohm, intensitatea curentului total care trece prin cub este 


Dacă vom considera conturul închis 
ABGHEDA care este format din 6 muchii 
AB, BG, GH, HE, ED şi DA egal depărtate 
de vârful C prin care iese curentul din cub 
(fig.4R),. atunci tragem concluzia că 
intensităţile curenților care traversează 
fiecare din aceste muchii sunt egale, deci 
intensitatea curentului care traversează 
muchia AB este 


I 
Ip =>=lA 
18% 


5, Greşeala fundamentală a elevului a fost aceea că nu a luat în considerare 
rezistenţa de contact dintre cilindri. Dacă se neglijează această rezistenţă, 
atunci rezistenţa electrică totală a sistemului se calculează cu formula: 


RA Pa = pp Să =p h,k -p de l KEN 
e A, ma AT SASS, 


unde Lı şi L» sunt lungimile cilindrilor, Sı şi S, — ariile secțiunilor lor ` 
transversale, iar p — rezistivitatea electrică a metalului din care sunt 
confecționați cilindrii. După cum se vede din formula obţinută, dependenţa 
este într-adevăr liniară. 

Lubrifiantul este însă organic, rezistenţa lui este cu mult mai mare decât a 
metalelor. Rezistenţa electrică a sistemului este dată preponderent de 
rezistenţa peliculei de lubrifiant, adică: 


h 
AL | o R '2arx 
unde p; este rezistivitatea electrică a lubrifiantului, /+ — grosimea stratului de 
lubrifiant, r — raza exterioară a tubului interior. Curentul electric circulă 
acum perpendicular pe pereţii cilindrilor ! 
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Se vede că acum, dependenţa lui Rep de x este într-adevăr invers 

| proporţională. 
6. Conform datelor problemei, 
rezistenţa conductoarelor. circulare 
este mult mai mică decât a celor 
radiale (conductoarele circulare au 
rezistivitatea de aproape 100 de ori 
mai mică şi secţiunea de 36 ori mai mare). De aceea se poate neglija 
rezistenţa conductoarelor circulare şi în aceste condiţii schema se reduce la 
cea din fig.6R. În această schemă, rezistenţa electrică a fiecărui rezistor, 
notată cu R, este rezistenţa echivalentă a 12 rezistoare de lungime a, 
conectate în paralel, adică 


l 4a 
Rem hO 
DP zd? 


j 
Dacă întrerupătorul K este deschis, ampermetrul va indica o intensitate a 
curentului electric egală cu 


= 3 
5R 


j 1 
Dacă se închide K, se scurtcircuitează un rezistor şi cale două ampermetre 
devin legate în serie cu cei 4 rezistori prin care circulă curent electric. Deci: 


7. În cazul nostru, intensitatea curentului este aceeaşi prin ambele porţiuni, 
„adică: a“ 


=: vu, 
Tla 
P.Ş Piy 


unde V' reprezintă potențialul suprafeței de contact a celor două porțiuni. 
De asemenea este valabilă şi relația evidentă: 


V =V, =(V -V ')+ (V-71) 
Din cele două relații se află imediat: 


' PAV 

V -V ') = — 
( i ) Pı tP 
(p'-V,)= PAV 
Pi tP 


Prin urmare, densitatea de curent este 
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(K -r ')S 
i PORE UV VI AV 
IZA A = Jeera 
S S pl (a+)! 


Pentru a afla densitatea superficială de sarcină de pe suprafața de separație, 


plecăm de la teorema lui Gauss, ® = 1 „unde O aby -E,)S este fluxul 
Eo 


câmpului electric prin suprafața gaussiană, iar q = oŚS.Pe de altă parte, 


legea lui Ohm sub formă locală este j = [3 „Se obține: 
p 


r (o v A . . . TEAPA 
i(A - p)=—, de. unde dacă înlocuim şi expresia densităţii de curent, 
E 
obținem în final 


_ ĉo (2. —p)AV 


(A+ P)! 
Din formulele anterioare se vede că 
y' 2 V, z PAV 
A tA: 
pa 
Folosind relaţiile. E, = jp, SE — şi E =— K „pentru x€ (0,7) 
(a+)! 3 ; 
se află uşor: 
V, = V r CS 
(2 +p: ) 
Pentru porţiunea x e (7 „21 ) folosim relaţiile 
pp. pAV 
f, Z Ã— = JP D——, 
PE y (2. +o) 
i k De aici, având în vedere şi expresia 
panta= A — pentru V'se obţine: 
(a +a)! 
Ynes (2 — Pa )AV PAV 
PAV V, = V em_e m oM Y 
(ate) (2 +r) | (a +p,)I 
v a SN ‘Graficul de variație a potențialului va 
i fi format din două segmente de dreaptă 
o I m i cu pante diferite, aşa cum se vede pe 


fig.7R fig.7R, pentru cazul p, > p. 
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8. a) Suprafaţa de contact dintre cele două conductoare este echipotenţială, 
deci putem să depărtăm puţin cele două conductoare. Fiind echipotenţiale, 
cele două suprafeţe ori sunt în contact, ori nu, e acelaşi lucru. Prin urmare, 
cele două conductoate aflate între cele două plăci sunt conectate în paralel, 
deci rezistenţa lor echivalentă este: 
ea | 0 3 A a 
— = — 4 — = — +4 —— = 
R R R PL PL APL 
E A 2 AL 
. ar( pyr +2ph } 
(p, Ah) pi (1224) 
Par 


(p.r+22.h) = 


b) Pe baza unor formule standard se obţine: 
= Ca i 0) 
R +R, R +R, 
c) După conectarea unui rezistor suplimentar, pentru calcularea intensității 
curentului şi a tensiunii se pot folosi formulele (1), dar în locul lui R, 
trebuie înlocuită rezistenţa echivalentă a a rezistoarelor R, şi Ro legate în 
paralel 


;  U=iIR=U, 


i | 
R'= AR 7 
RtR ij 
În aceste condiții, tensiunea indicată de voltmetru va fi: 
RR, 
Ra R+ 
că tit Dea aia Dat S aA Vele Ma 
R + he ua e RR +R (R +R) 
R+R >’ 
iar indicația ampermetrului 
U, _ R, 


L =2 =U, —— 
R, ° RR, +R, (R +R) 


Dacă. rezistența Rọ este mare, atunci conductivitatea acestuia se poate 


neglija |— — 0 | şi atunci indicațiile instrumentelor devin: 
R, 
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d) Pentru rezolvarea acestui subpunct trebuie luat în considerare că de data 
asta curentul circulă transversal prin stratul izolator, deci distribuţia 
curentului (mai exact, a densităţii de curent) de-a lungul cilindrului nu va fi 
omogenă (fig.8R). Deoarece rezistenţa izolaţiei este mare, curentul măsurat 
va fi mic. Deci distribuţia tensiunilor U(x) între elementul Ax a cilindrului şi 
tubul cu rezistenţa neglijabilă va fi aproximativ aceeaşi ca şi cu 
ampermetrul deconectat, adică se va modifica liniar de la valoarea U la 0. 
Aceasta ne permite să folosim ca tensiune medie între cilindru şi tubul 

conductor, media aritmetică a 


tensiunilor de la capete, adică -J Ş 
Deci intensitatea măsurată a 


3 3 U, 
curentului electric este Z = ——- „unde 
pelicula 2R 


izolatoare tub cilindric Fi 
R= este rezistența 
2FL 
fig.8R stratului izolator atunci cînd el este 


parcurs „transversal? de curent. 
Astfel, se obține: 


UtrL 
Ih 


P= 


9. Vom nota cu Ry şi Rz rezistenţele porţiunilor dintre capetele 
potenţiometrului şi cursor (fig.9R). Tensiunea Us pe rezistenţa sarcină este 
egală cu IRy (unde Z este intensitatea curentului prin sarcină, iar Rọ este 
rezistenţa electrică a porțiunii de reţea între A şi B). Este evident că: 


Re ae île 
R+R, R + Ry 
Deoarece R = R- R,, obţinem: 
pi SRR URR 
R: s R+R R+R, R -R +RR, 
Ra F 

B Dacă notăm d = pa „ultima formulă devine: 
fig.9R 

Use = 


l-a? +a 
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La început, R, = £ , adică & =} „De aceea, Us, =U 


Dacă tensiunea la intrare se măreşte de două ori, atunci tensiunea pe sarcină 
va fi: 


a, 
doi one 
se l-a? +a, 


Ray . : ; 
unde œ, este noua valoare a raportului Fi Conform enunțului problemei, 


trebuie ca U, = Uş, adică 
2 a, 
5 l-a} toj 
De aici se obține ecuația 
a; +40, -1=0 


a, = DNA += 25 i 


Deoarece soluția negativă nu are sens fizic, rezultă că a, = = 2445. 


care are soluţiile: 


Deci, cursorul trebuie mutat astfel încât rezistenţa porțiunii AB a 


potenţiometrului să fie: 
R, =(45-2)R 


10. În timpul măsurătorilor, potenţialele punctelor (nodurilor) foarte 
îndepărtate ale rețelei sunt egale cu zero. De aceea, dacă le vom uni cu un 
conductor ideal, nu se va schimba nimic. Vom denumi acest conductor 
„infinit”. Să considerăm că în timpul măsurărilor rezistenţei, tensiunea între 
punctele 1 şi 2, măsurată cu un voltmetru ideal este U, iar curentul în 
circuitul de măsurare, care conţine un generator electric ideal şi un 
ampermetru ideal este /. Să luăm acum două generatoare identice, fiecare 
dintre ele generând un curent de intensitate fixată /. Primul generator îl 
conectăm la punctul 1 şi „infinit”, astfel încât curentul prin reţea să circule 
dinspre punctul 1 spre „infinit”. În aceste condiţii, distribuţia curentului - 
după direcții diferite (după cel 6 conductoare conectate la punctul 1) se face ` 
în mod egal. Cea de-a doua sursă o conectăm la punctul 2 şi „infinit” astfel 
încât această sursă să „culeagă” prin nodul 2 curentul / care circulă. prin 
reţea dinspre „infinit” spre acest nod. Datorită faptului că reţeaua este 
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liniară, curentul în orice punct al ei va fi acum suma dintre curenţii produşi 
de cele două generatoare, pentru fiecare din ele distribuţia curentului fiind 
simetrică faţă de punctul la care este conectat generatorul respectiv. 
Să analizăm cazul când un generator este conectat la punctul 1 şi la 
„infinit”. Pe fig.1OR sunt indicate porțiunile (liniile punctate intersectează 
aceste porţiuni), pe unde nu circulă curent electric, din motive de simetrie. 
Este evident că: 

In =l +2lz şi 1 =61p 
La măsurarea lui R2 = R, curentul care circulă prin conductorul 1-2 este 
22, deoarece curenţii celor două surse se adună. Tensiunea între punctele 1 
şi 2 este 2roh> , unde ro este rezistenţa electrică a unui conductor. De aici: 


R. =R- = 
ji 3 


La măsurarea Rı3 = r , tensiunea dintre punctele 1 şi 3 este 27, (Iz +13), 


deoarece curentul dat de fiecare din 
cele două surse,care circulă prin 
conductoarele 1-2 şi 2-3, are aceeaşi 
valoare şi este egal cu [2 + J3 , iar 
rezistenţa electrică este . 


7 (1+a) 


A iz ) 
unde  a=—.De aici, găsim 
12 


fig.10R r-R 
a = 
R 
Analog, obţinem că la măsurarea lui Rı4 , curentul care circulă prin 
conductoarele 1-2 şi 2-4, dat de fiecare sursă, are aceeaşi valoare şi este egal 
cu Î2 + h4, tensiunea între punctele 1 şi 4 este 27 (fz + 124) Şi rezistenţa 
este l EA 


PA psi 
Ri = Hala tn) nitan 
ji Rh 
unde b = -+ , Din această ecuaţie găsim b = — Í 


12 | 
Deoarece Ip =133+21, , sau l=a+2b, atunci înlocuind în ultima 
ecuaţie a şi b, exprimate prin R , r şi Ry4, obţinem i 
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" =: 
ies R 

de unde 
k 
R, =2R—— 
14 J 


11. Se pot alege pe cerc două puncte diametral 
opuse oarecare şi se poate calcula „muncitoreşte” 
rezistenţa electrică echivalentă între aceste două 
puncte. Nu este prea dificil, dar nu prea este 
necesar... Este clar că trebuie calculate situaţiile în 
care ohmmetrul se conectează între punctele AB şi 
AB: (fig.lIR,a). Dacă vom nota rezistenţa 


=» 


electrică a conductorului „rază” cu r, atunci un 


a a A Tr 
sfert din conductorul „cerc” va avea om SF 


. Folosind simetria schemelor şi alte artificii de 
zazil a rezistențelór echivalente, obținem pentru 
cazul conectării ohmmetrului între A şi B, schema 
echivalentă din fig. 11R,b care dă în final 


latir 
D 
fig.11R,b Analog, pentru cazul conectării ohmmetrului între 
x A: şi B4, schema echivalentă este în fig. 11R,c şi dă 
TATE. rezultatul 

| _zr(8+1) 

sai 4(4+ 7) 

1 Astfel l 


EPEAN 
R m+8 


fig.11R,c 


12. Este clar că foarte departe de bornele A şi B din circuitul dat, curentul 
circulă numai prin conductorul inferior, iar prin partea superioară nu circulă 
şi de aceea, acolo, putem întrerupe circuitul. În aceste condiții, circuitul 
inițial dat în enunţ poate fi reprezentat ca o conexiune în serie a două 
circuite, AC şi CB (fig.12R,a). Rezistența electrică Rag a întregului circuit 
se compune din rezistențele Rac şi Rcg ale circuitelor AC şi CB, care sunt 
egale: 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 153 


Rac = Rep =R, | 


s  Deaceea, 


Rap = 2R 

Mai departe, luăm 
separat porţiunea AC 
(fig.12R,b). Deoarece 
ea este infinită, rezistenţa ei totală nu se 
va modifica dacă se mai adaugă încă o 
celulă care se repetă la infinit. Se obţine 
reţeaua din fig.12R,c. Mai departe, se 
scrie uşor: 


RR 
= R+——— 
R K R+R, 
A 
- sau 
Ry REN EEEN 
c Rezolvând ecuația, se obține 


fig.12R,c ` 


1+ 45 


Deci în final, rezultă: 
Rs =R(1+45) 


13. Vom analiza prima dată icosaedrul. Dintr-un vârf oarecare al 
icosaedrului pleacă cinci muchii care ajung la cinci vârfuri care formează un 
pentagon regulat şi care sunt unite între ele prin alte cinci muchii. Vom ` 
denumi acest pentagon, cel mai apropiat de vârful inițial — strat. - 
Următoarele ca depărtare faţă de vârful iniţial sunt cinci vârfuri care aparțin 
fiecărui triunghi care are ca bază una din laturile pentagonului anterior. 
Aceste vârfuri formează un alt pentagon regulat, egal şi paralel cu primul. 
Acesta este al doilea strat. Din fiecare vârf al primului strat pleacă câte două 
muchii spre vârfurile celui de-al doilea strat — în total zece muchii. În final, 
muchiile care pleacă de la vârfurile celui de-al doilea strat se întâlnesc toate 
„în vârful cel mai îndepărtat de vârful. iniţial. Astfel, ansamblul tuturor 
vârfurilor icosaedrului se poate considera că este format din două piramide 
regulate cu baza pentagonală, ale căror vârfuri se află pe aceeaşi dreaptă, iar 
bazele sunt paralele şi rotite una faţă de alta cu un unghi de 36°, Dacă se 
conectează o baterie între vârfurile cele mai îndepărtate ale icosaedrului, 
atunci din motive de simetrie toate vârfurile pentagonului care formează 
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primul strat vor avea acelaşi potenţial, deci pot fi unite între ele. Acelaşi 
lucru se poate spune şi pentru cel de-al doilea strat (dar vârfurile au alt 
potenţial faţă de cel al vârfurilor din primul strat). Prin urmare se obţine un 
sistem de 5 rezistori identici legaţi în parale], apoi 10 în paralel şi din nou $ 
în paralel, toate aceste grupări fiind conectate în serie la bornele bateriei. 
Prin urmare: 


R 5 10 5 

Mai departe vom analiza la fel şi dodecaedrul. Vom pleca de la un vârf 
oarecare al dodecaedrului, conectând la el una din bornele bateriei. 
Vârfurile cele mai apropiate, care formează primul strat echipotenţial sunt 
trei vârfuri conectate cu vârful inițial prin câte o muchie. Din fiecare din 
vârfurile primului strat pleacă câte două muchii care se termină în şase 
vârfuri ale celui de-al doilea strat echipotenţial. Din aceste şase vârfuri 
pleacă 12 muchii, dintre care şase merg spre următorul strat echipotenţial, al 
treilea, format din nou din şase vârfuri, iar celelalte şase muchii formează 
trei perechi de legături , între cele şase vârfuri echipotenţiale ale stratului 
anterior (al doilea). Din fiecare vârf al celui de-al treilea strat pleacă câte 
două muchii, din care câte una se conectează în paralel cu câte una din 
muchia care pleacă de la vârful vecin al acestui strat, iar a doua muchie 
pleacă spre câte unul din cele trei vârfuri ale următorului, al patrulea strat 
echipotenţial, spre fiecare din ele venind câte două muchii de la vârfurile 
celui de-al treilea strat. Din cele trei vârfuri ale stratului al patrulea pleacă 
trei muchii rămase care se întâlnesc în ultimul din cele 20 de vârfuri - cel 
mai îndepărtat de cel iniţial. Astfel, din condiţiile de simetrie geometrică şi 
fizică, circuitul nostru va fi echivalent cu o conexiune serie a cinci 
mănunchiuri de rezistenţe: primul mănunchi cu trei rezistenţe legate. în 
paralel, apoi şase, apoi din nou şase (deoarece celelalte şase conectează 
puncte echipotenţiale şi pot fi eliminate), apoi iar şase şi în final, trei. Deci 
rezistenţa echivalentă va fi: 


Mie == + aR 

l Dra GA aha 3 6 
Pentru a răspunde la cea de-a doua întrebare trebuie calculat care este 
numărul minim de muchii prin care se conectează cele mai îndepărtate 
vârfuri ale poliedrelor. În cazul a) evident, numărul acesta este 3 şi din 
motive de simetrie sunt posibile doar trei valori diferite ale rezistenţei 
echivalente, când conexiunea la sursă se face între două vârfuri separate 
prin o muchie, două muchii sau trei (cazul analizat de noi). În cazul b) sunt 
5 muchii şi deci sunt posibile cinci valori diferite ale rezistenţei echivalente. 
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14. În schema din fig.14R,a , punctele E, , Ez şi centrul schemei au, datorită 


N 


fig.14R,a 


fig.14R,b 


R/4 


Ra, Alea ne aa R/a 


A AF C,2 D,2 B.G B 
fig.14R,c 


simetriei, potenţiale egale. Dacă aceste 
puncte se conectează între ele cu un 
conductor fără rezistenţă, curenţii din 
reţea şi rezistenţa ei totală nu se 
schimbă, iar schema astfel obţinută 
coincide cu schema dată în enunţul 
problemei. Vom calcula rezistenţa 
echivalentă a reţelei din fig.14R,a. 
Perechile de puncte A, şi A; , B; şi B2, 
C şi C , Di şi D», de asemenea, 
datorită simetriei au potenţiale egale. 
Dacă le conectăm împreună obţinem 
schema echivalentă reprezentată în 
fig.14R,b, unde deja s-a ţinut cont că 
rezistenţa electrică a două rezistoare 
identice legate în paralel este de două 
ori mai mică decât a fiecăruia din ele. 
Apoi observăm că perechile de puncte 
An şi F precum şi Bız şi G au acelaşi 
potenţial; conectându-le şi pe acestea - 
obţinem schema din fig.14R,c, a cărei. 
rezistenţă echivalentă este acum uşor de 
calculat pe baza relaţiilor care dau 
valorile rezistenţelor electrice 


echivalente a grupărilor serie şi paralel de rezistoare. Se obţine: 


13R 


ech T J 0 


15. Deoarece rezistenţa electrică este proporțională cu lungimea 
conductorului, se poate observa că: rezistenţa fiecărei laturi a pătratului 


ulterior înscris este mai mică de h2 ori decât rezistența laturii pătratului 


anterior: 


SE. - 
nf pu 
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Vom transforma reţeaua, desfăcând-o în punctele echipotenţiale E şi F 
(fig.15R,a), aflate pe axa de simetrie a fractalului (sistemul se aseamănă cu 
un fractal). Aceasta nu va modifica valoarea căutată a rezistenţei fractalului, 
Rp, deoarece prin legăturile 
întrerupte, foarte mici, nu circulă ! 
curent, tensiunea la capetele lor! 
fiind zero. 

Mai departe se observă că reţeaua 
între G şi H (fig.1SR,a) reprezintă 
de asemenea un fractal infinit, ale 
cărui dimensiuni iniţiale sunt de 
două ori mai mici decât ale 
fractalului original. Deci, datorită 
relaţiei (1) aplicată de două ori, 
rezistența  Rgu a reţelei, între 
punctele + indicate este, de 
asemenea, de două ori mai mică 


fig.15R,a decât rezistenţa căutată a fractalului 
„mare”: | 
Ry | 
Ron = tg TO) 


Având în vedere (2), schema electrică se poate desena acum ca în fig.15R,b. 
Pentru transformarea ulterioară a 
B schemei, putem privi rezistența Rp/2 
ca şi cum ar fi două rezistenţe Rp 
legate în paralel şi, din nou, datorită 
simetriei reţelei, desfacem schema 
obţinută în punctele echipotenţiale G 
şi H. Ca urmare vom obţine o 
variantă şi mai simplă a rețelei- 
fractal, reprezentată pe  fig.1SR,c. 
Mai departe, calculele sunt 
„obişnuite.Trebuie doar ținut minte că 
fiecare conductor de legătură are o 
rezistență electrică proporțională cu 
fig.15R,b i lungimile lui. 
Pentru calculul rezistenţei între I şi J 
ne bazăm pe formula de calcul a rezistenţei echivalente pentru gruparea 
paralel: 


De aici 


b R(R+R,N2) 
>” Re N2+R42RNORS 


Rezistența porțiunii ABC se află 
după regulile grupării serie: 
Rage = R+ Ry 
Deoarece partea de sus şi de jos a 
t rețelei sunt simetrice față de AC, 
fig.15R,c rezultă că relația finală pentru 
rezistența fractalului este 


R(R+R; v2) 
R+ — 
Rase _R+Ry ____ RENO +R+2Rp +2RN2 


2 2 2 
Notând aici x = Rp/R, după câteva transformări elementare ajungem la 
ecuația de gradul al doilea: 


x (2+42)+vV2x-(1+V2)= 


Soluția pozitivă a acestei ecuații este x = 0,573, deci 
Ry =0,573R =0,573-1,5 = 0,859 Q 


16. Să presupunem că rezistența electrică a fiecărui 
r conductor este R. Atunci rezistența electrică a fiecărei: 


laturi a triunghiului este 7 ze iar a fiecărei laturi a 


Mi a pătratului este 7 F Rezistența electrică a porțiunii 
fig.16R 
dintre punctele E şi G, Rec „ se determină folosind 
schema din enunţul problemei: 


l 17 4 3 
==+— = 
E 2 2R 
De aceea, 
T= R = Zi = 2t şi R = tad 


158 Curentul continuu - soluţii - 


Procedând analog, pentru rama pătratică (fig.16R) obţinem: 


Rae 9 
R = j, 5 — = = 
ACT a 
1 l 4 
— Z — + — 2 a 
R D e 
eame A 
-P 7 "163 
deci soluţiile sunt: R, = zu ŞI e = e > 
32 
17. Pentru a demonstra că triunghiul ABC este dreptunghic vom calcula în 
c ce raport se află lungimile laturilor sale, care, 
pentru conductoare omogene sunt 
b i proprționale cu rezistențele lor electrice. Vom 


nota rezistențele laturilor cu a, b, c (fig.17R). 
Conform enunțului, Ras = 35R , Rgc =32R, 
Rac = 27R, unde R este o rezistență oarecare. 

gaze Privind triunghiul ca o grupare de rezistoare, 
se pot scrie formulele: i 


1 1 1 ;a+b+c 

Raj atb“ c(a+b) 

1 1 1 a+b+c 
— Z — 4 = 

Rac a b+c a(b+c) 

1 1 1 a+b+c 
z=+ = 

Ra b a+c b(a+c) 


De aici: 
c(a+b)=35R(a+b+c) 
a(b+c)=32R(a+b+c) 
b(a+c)=27R(a+b+c) 
Fiec=oz,a=ox,b= ay . Atunci, 


p = 
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a'z(x+y)=35Ra(x+ y+2) 
a?x(y+2)= 32Ra(x + y+2) 
ay(x+2)=27Ra(x+y+2) 
Alegem a = R(x+ y+ z) . Cu aceasta, sistemul devine 
z(x+ y) = 35 
x(y+ z) = 32 
y(x+z)=27 
Adunând ecuaţiile se obţine | 
Xp+ yz+zy = 47 
Mai departe rezultă 
xp =47—35 =12 
yz =47—32 =15 
xz = 47-27 = 20 
Soluţiile acestui sistem sunt: 
x=4 , y=33 z=5 
Un asemenea triunghi, ale cărui laturi se află în raportul 3:4:5, este 
dreptunghic. 


18. Practic, trebuie aflat raportul lungimilor laturilor dreptunghiului, care 
este egal cu raportul rezistenţelor acelor laturi. Îl vom determina folosind 


a, schema echivalentă din fig.18R. Este evident că: 
E e Ip ta Wa wil Bit) 
R, R, Ra Ri R+2R, R(R+2R,) 
A n mul 1 ELISAN +R,) 
R e me 
si” R RRR aki R,(R,+2R,) +2R,) 
Raportul acestor rezistențe este 
R R(R+2R) „5 
sau: 
Ba +2 
R, R =Q 
R . 
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R, 


Notăm ri =x. Rezultă o ecuaţie de forma: 


x +2(1-a)x-a=0 


x=a-1tj(a-1) +a 


zi 4 A - 
Soluţiile sunt: x, =2 ; x, zii A doua soluţie nu are sens fizic şi o 


care are soluţiile 


abandonăm. 
Astfel , raportul laturilor BC şi AB este 2 şi deci BC = 0,6 m, AB = 0,3 m 
şi S = BC-AB =0,18 m’. 
Procedând în mod analog, calculăm: 
1 1 1 2 


+ = 
Re RFR R RSIR 


(2) - 
Re BER WR) = Aa) (x+) _9_ 


19. Vom nota valoarea rezistenţei unui semicerc cu - 
R=Aza, iar valoarea rezistenţei porțiunii de 
lungime / cu r=A/. Schema echivalentă este 
prezentată în fig.19R,a. 

Deoarece punctele O şi O’ se află pa axa de 
simetrie a schemei, potenţialele lor sunt egale şi 
prin cele două rezistenţe R legate în paralel nu va 
fig.19R,a circula curent electric. Aceasta ne permite să 
r_ o_r reprezentăm schema și mai simplu, ca în 
fig.19R,b. De aici se calculează uşor cerința 


A B problemei: 
: -1 
R-r O Rr R, = depa Dla _2r(R=r) _ 24 (za-1) 
_fig.19R,b > i Dp a DOR 0) R za 


20. Un bec cu incandescenţă real, reprezintă un element neliniar de circuit, 
adică rezistenţa elementului depinde de intensitatea curentului care circulă 
prin el. Vom rezolva problema presupunând că becurile sunt ideale, adică 
rezistenţa lor electrică este constantă. Să analizăm prima cerinţă. Deoarece 
K, este închis (fig.20R,a), punctele A şi C au acelaşi potenţial. Analog, 
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faptul că şi K; este închis, face ca şi potenţialele 
punctelor B şi C să fie egale. Deci, punctele A, B 
şi C au potenţiale egale şi prin laturile conectate 
între aceste puncte nu circulă curent electric. 
Schema echivalentă este dată pe fig.2O0R,b, unde 
se vede că becurile 4, 5 şi 6 sunt conectate în 
paralel, deci vor lumina toate la fel. 

Să analizăm acum a doua întrebare. Dacă ambele 
întrerupătoare sunt închise, becul B4 luminează 
maxim posibil, deoarece el este conectat direct la 
sursă (vezi fig.20R,b). Dacă întrerupătorul K; este 
deschis, iar K, închis, punctele A şi C au acelaşi 


20R,d 


fig.20R,b alu potenţial, deci pot fi 
unite şi schema echivalentă a 
reţelei devine cea din fig.20R,c. Din această schemă 
se vede că becurile B3 şi Bs sunt conectate direct la - 
sursă, de aceea nu au nici o influenţă asupra 
funcţionării restului reţelei. Deci, porţiunea de reţea 
care conţine becul B4 se poate simplifica mai mult 
(vezi fig.20R,d). Când amble întrerupătoare sunt 
deschise, becul B5 este conectat direct la sursă. Ca şi 
în cazul precedent, el luminează maxim şi nu 
influenţează asupra curentului prin celelalte elemente 
ale schemei. În acest caz rezultă schema echivalentă 
de pe fig.20R,e. Ultima variantă posibilă a poziţiilor 
întrerupătoarelor este: K; închis şi K} deschis. În 
fig.20R,f aceste condiţii, becul B3 este scurtcircuitat, adică 
„scos” din schemă şi se obține circuitul echivalent 
din fig.20R,f. Comparând circuitele din fig.20R,d,e şi f, se constată uşor că 
becul B, va lumina cel mai slab în ultimul caz. Dacă notăm cu r rezistenţa 
electrică a unui bec şi cu U tensiunea de alimentare a reţelei, intensitatea 
curentului prin B4 se calculează uşor. Astfel, pentru cele trei circuite de pe 
fig.20R,d „e şi f, se obţine pe rând: á 
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2U U 2U U U U 
I, =—=0,66— ; 1,=—=0,4— ; Ip =0,33—. 
3r r Sr ki J; 
j © De aici se vede clar că 
3 A 4 A becul B4 luminează cel 
mai slab dacă 
A R3 R3 R,/2 întrerupătorul Ki este 
închis şi K; deschis. 
o E o E +o 
] R. 72 21. Desenăm schema 
i E R, 5 echivalentă (fig.21R,a) 
i 3 „ notând rezistența 
B B asa iai 
3 electrică a fiecărei 
laturi între A şi O cu 
fig.21R, . W- . 

ý : P Rə, iar între B şi O, cu 
Rı. În aceste condiţii, rezistenţa 

3 R+ 
electrică totală va fi Rp = si 5 
a de be e Notăm lungimea laturii triunghiului cu 

11R,/8Ẹþ----------------------=55 2L | 

a (se vede i iar rezistența 

7R,/8 ; i 5 s 
3R_/4 unei laturi la umbră, R, =a4 (evident 


rezistenţa laturii la Soare va fi Ry/2). 
Mai departe vom construi graficul cerut 
pe baza unor puncte reprezentative. 

La momentul iniţial, când toată 


C 


N 
= 


 fig.21R,b 


construcţia se află la Soare, avem: 


= 3% m Rt R2._3Bo 

piară Ran 2 4 | 
Imediat după asta umbra acoperă latura 1-2 şi rezistența Rı se măreşte; în 
mod corespunzător, brusc se măreşte şi Ras : l 
RA N T 


> Hinr = IR Mai departe, umbra se 


mişcă uniform, deci şi rezistența electrică a construcției se modifică uniform 


kd 


RIERREN 


2i 3 NES ; 
(creşte). La momentul /=—, umbra acoperă tot sistemul, cu excepția 
r~ a y , 


E mt) 11 
(+a) pica: 


laturii 3-4. În aceste condiţii: 


3 - 1 
sy i , R= 


2 


5R, 


sd 


4 
TROA 
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Şi în fine, şi latura 3-4 intră în umbră şi rezistenţa Rap se va mări din nou, 
brusc, la valoarea: 


3 

Ris =2Ri = pA 

Graficul este reprezentat în fig.21R,b. Dacă se caută funcția care descrie 

dependența Rag(7) şi se reprezintă grafic, se obține acelaşi rezultat. Lăsăm 
varianta aceasta pe seama cititorului. 


22. Deoarece „opturile” sunt obţinute 
prin răsucirea conductoarelor izolate, 
iar la mijloc nu este contact electric, ele 
pot fi mintal derăsucite, 
transformându-le în cercuri (bineînţeles 
păstrând sudura în punctele A şi B). 
Dacă răsucirea s-a făcut în acelaşi sens, 
schema echivalentă este reprezentată 
pe fig.22R,a (conductoarele de legătură 
nu au rezistenţă electrică). Această 
fig.22R,a schemă se poate redesena ca în 
fip.22R,b (AA şi BB sunt 
conductoarele care mențin contactul 
electric realizat prin sudare). 
Prin conductoarele AA şi BB din 
această schemă nu circulă curent 
electric, din motive de simetrie a 
schemei. Într-adevăr, să presupunem că 
prin conductorul AA circulă un curent 
de intensitate / , având sensul în sus. 
Dacă luăm schema reflectată simetric 
faţă de axa de simetrie orizontală, 
curentul prin latura AA va circula 
acum cu sensul în jos. Dar în urma 
reflectării schemei, ea nu se modifică, 
deci intensitatea curentului trebuie să 
rămână aceeaşi, adică / = -I, de unde 2/7 = 0, sau / = 0. Analog se poate 
judeca şi cu conductorul BB. Deci prin AA şi BB nu circulă curent, aşa că 
putem să le scoatem de pe schemă. 
Rezistenţa totală a celor două inele rămase , neconectate nu depinde de 
rezistenţa electrică dintre punctele A şi B. Fiecare inel conectat în felul 
acesta, este chivalent cu două conductoare identice legate în paralel, fiecare 


fig.22R,b 
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având rezistenţa R/2: Rezistenţa lui va fi R/4. Toată schema se prezintă ca o 
grupare paralel a celor două inele, care 
dau rezistenţa echivalentă totală 


ii 3 

Dacă „opturile” au fost obţinute prin 
răsucire în sens invers, schema 
echivalentă va arăta ca pe fig.22R c 
(conductoarele AA şi BB se 
intersectează asigurând contactul 
electric al celor două inele în A şi B, 
obţinut prin sudură, dar în punctul lor 
fig.22R,c de intersecţie nu este contact electric). 
Schema este, de asemenea, simetrică, 
de aceea toate punctele A şi B au 
acelaşi potenţial. Deci, pe inel, între 
punctele A şi B tensiunea electrică este 
nulă, prin aceste porţiuni nu circulă 
curent electric, aşadar ele pot fi 
eliminate din schemă. Schema 
echivalentă rămasă este reprezentată în 
„fig.22R,d. Rezistenţa unei bucăţi de 
inel este rezistenţa unei grupări paralel, 
formată din jumătate de inel în paralel 
cu cealaltă jumătate din care s-a scos 
porţiunea AB, adică R/2 în paralel cu 
fig.22R,d R/4, ceea ce dă R/6. Aceste două 
fragmente de inel sunt la rândul lor 

legate în paralel, deci rezistenţa echivalentă a sistemului va fi 


PK 
| iu 12 
23. Datorită simetriei schemei 
intensitatea curentului electric are 
aceeaşi valoare prin muchiile 1 şi 
l, 2 şi 2", etc. (fig.23R,a). Având 
în vedere acest lucru, conexiunea în 
punctul O se poate desface, lăsând 
conectate doar muchiile prin care 
intensitatea curentului electric are 
aceeaşi valoare. Schema se poate 
redesena acum şi se observă că ea 
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se desface în două fragmente identice 
care constau din 502 celule fiecare 
(fig.23R,b). Folosind faptul că numărul 
de celule este mare, vom afla rezistenţa 
electrică a unui asemenea fragment. 
Folosim acelaşi principiu valabil pentru 
rețele infinite şi anume că adăugarea 
unei celule suplimentare la o reţea 
infinită nu modifică rezistenţa întregii 
Iza, reţele infinite. Fie rezistenţa electrică a 
"| (celule unui fragment considerat infinit,. R’. Pe 
baza celor spuse mai sus putem scrie: 


2R+ aen 


fig.23R,b 2R+4R' - 
De aici se obține 
R'=R(1+45)=3,249 
Rezistența totală între punctele A şi B va fi (fig.23R,c) 
_10,5R-ZA 
0,5R'+2R 


R 20,909 


fig.24R,b fig.24R,c 


5r/2 24. Conectăm la bornele A şi B o baterie. Rezistenţa 

porțiunii de conductor dintre două noduri 

consecutive este r = R/4. Datorită simetriei reţelei 

A T72 B faţă de planul în care se află inelul ABCD, punctele 
fig.24R,d E şi F pot fi conectate între ele. În aceste condiţii, 

| "rezistenţa Rap nu se va schimba. Schema echivalentă 
a circuitului care se obţine este dată în fig.24R,a. Dacă nodul E (fig.24R,b) 
se desface aşa cum se vede în fig.24R,c, rezistenţa Rap nu se va modifica, 
deoarece după desfacerea nodului, tensiunca între E, şi Ez va fi egală cu 


166 | Curentul continuu - soluţii 


zero, ca urmare a simetriei. Acum este uşor să se calculeze rezistenţa 
porţiunilor: 
r Sari 
Rep = 3 > "MDB 2 
Schema echivalentă este desenată pe fig.24R,d. Rezistenţa circuitului 
obținut va fi ; 


25. a) Rezistenţa electrică între A şi B. Din motive de simetrie, potențialele 
tuturor punctelor E}, E», E3,... vor fi egale, de aceea conductoarele care 
leagă aceste puncte pot fi eliminate din schemă. Obţinem o reţea 
semiinfinită echivalentă, a cărei rezistenţă electrică nu se va modifica prin 
adăugarea a încă unei celule (fig.25R,a). Deci: 


BBBD -EEE - 


A 
| 


A 


fig.25R,a 


R (Rp +27) 
= 0 aaa i 
| R +R +2r 


Se obține ecuația de gradul al doilea 
Rip + 2rRup -$ =0 


Se alege numai sobuţia pozitivă: 


| 2, (h-i a-s)soszea 


b) Rezistenţa electrică între A şi C. Din motive de simetrie a rețelei, 
perechile de puncte Fi şi F1” , F> şi F2” , F3 şi F3”,... au acelaşi potențial. 
De aceea aceste puncte pot fi unite două câte două şi se formează nodurile 
Fı, Fa, F3,... sau laturile cuprinse între aceste perechi de noduri pot fi 
eliminate din schemă. În prima variantă obţinem schema echivalentă din 
fig.25R,b. Pentru. calculul rezistenţei echivalente Rac separăm reţeaua 
semiinfinită dintre punctele C şi F». Rezistenţa acestei porţiuni o notăm cu A 
= Rac şi ea se află din ecuaţia 
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c 
F, r/2 F, = 
aa mS r/2 
c 


fig.25R,b 


de unde 


Deoarece X> 0, 


Rer, = 


Atunci, 
R- ma a a) sda, "=(421-4)r = 0,5830 


Folosind varianta a doua, se iii acelaşi rezultat, dar lăsăm această 
variantă pentru cititori. 
c) Rezistenţa electrică între A şi D. Vom folosi rezultatul obţinut la 
subpunctul a) şi faptul că reţeaua fiind semiinfinită, rezistenţa ei electrică nu 
se modifică prin adăugarea a încă 
unei celule. Astfel vom obţine o 


i B r F r F 5 
j T m rețea echivalentă (fig.25R,c). 
/N 2/5 X/3  Potenţialele punctelor E şi D sunt 
D 
fr A c egale, de aceea rezultă 
c r 


fig.25R,c ja 2r(3r+ X) 
4 3(4r+X) 
rezistenţa electrică a elementelor CD, CF şi DF ale reţelei. Egalând Ras cu 


2X A d d 
Ta): se obţine X =5(421-3)r. 


, unde X este 


Mai departe, pentru a: calcula Rap, vom face următoarele transformări: 
„triunghiul” ABE cu latura de rezistenţă r, îl vom înlocui cu o „stea” având 
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centrul în G şi cu laturile de rezistenţă 7/3, iar „triunghiul” DCF cu latura de 
rezistenţă X îl înlocuim cu o „stea” cu centrul în H şi latura de rezistenţă 


X/3. Rezultă schema echivalentă din fig.25R,d în care R'= ra, = YIX 


fig.25R,d 


Mai departe, înlocuind „triunghiul” AGH cu „steaua” echivalentă, obţinem 
o nouă schemă echivalentă, pentru care: 


ră) | 
pe o Ia oS a) 
ga aS. 2(4r+X) 6(4r+X) 
3 
{2 — 
_ Pin 3 3 } 


r 2(4r+X 6 
AGH 


3 
(2) 
ia ae e A a rE 
"Da 2(4r+X) 6 
3 
2(4r+X) 


fai = tan tou = 


Astfel, 
r(3r+X) 3r(r+X) _r(6r+5X) 


D (rX) 2(4r+X) 3(4r+X) 
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După ce înlocuim X = (fi -3)r şi efectuăm calculele, rezultă 


r(1421-30) 


Ro =—— 0,6938 


26. a) Pentru determinarea rezistenței R între două noduri există două 
situații posibile: între două noduri consecutive (de exemplu, 1 şi 2) şi între 
două noduri „opuse” (de exemplu 1 şi 3, sau 1 şi 4). Elementul fundamental 
al acestei reţele electrice este triunghiul în care două conductoare legate în 
serie sunt conectate în paralel cu al treilea. Rezistenţa electrică a unui 
asemenea element este 


F- Diet 2r 
|! 2r4r 3 
Pe fig. 26R,a sunt reprezentate 
r r > succesiv, circuitele echivalente 
[ \ obținute. Calculele dau: 
-4 
l pep” j Ed 
A r+âr 5 15 


2 . 
Hae aga AEE A LAATS 
veac etice ON 


b) Pentru determinarea rezistenţei R 
a reţelei între două vârfuri, sunt 
3 posibile două cazuri: între două 
vârfuri consecutive (de exemplu, A 
şi B) şi între două vârfuri „opuse” 
fig.26R,a (de exemplu A şi D). 

Pentru calculul acestor reţele 
înlocuim elementul de tip „triunghi” cu un element de tip „stea” a cărei 


> i r a N e 3 b 
latură are rezistența EE Astfel, obţinem circuitele echivalente din 
n=2r'=— , n=2r+3n=—= 


=2r'+n =Z , 5 =2r'+2n =2r 


Rezistenţele căutate sunt: 
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2 r 3 
r r 
A 
r r 
1 2", 4 
rs 
A r r 
fig.26R,b 


fig.26R, 


=p! . = 
sunde r=r+n=r, 
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ag Pe ge aie dej 
i SP cadita) 

Ry ori lib Z 149 
ZA 15 


c) Pentru determinarea rezistenței R a reţelei 
între un vârf şi un nod sut posibile trei 
cazuri: între un vârf şi nodul cel mai apropiat 
(de exemplu, A şi 2), între un. vârf şi nodul 
mai îndepărtat, aflat pe aceeaşi dreaptă cu 
nodul cel mai apropiat (de exemplu A şi 3) şi 
între un vârf şi nodul opus (de exemplu, A şi 
4). Pentru aceste cazuri se obţin circuitele 
echivalente din fig.26R,c „pentru care 
rezultă: 


Ra LL A ai 630 
unk __30 
r-4n _I9r 
unde 4 =r + 
r+4ri AL 
Rn ETET 21,030 
maripa 30 i 


R =r'+ 37 =Z 


E T; 
unde 4 =r +27 => 


În calculul rezistenței RA s-a ținut seama de 
faptul că potenţialele punctelor 1 şi 2 sunt 
egale şi atunci rezistenţa dintre ele poate fi 
eliminată din reţea. 


27. Luând în considerare simetria reţelei, 
obţinem pe rând reţelele electrice echivalente 
reprezentate în fig.27R,a. Dacă vom nota cu 
r rezistenţa electrică a porțiunii dintre două 
noduri consecutive, atunci ri =rl2,r=rld, 
13>= r/8. 
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fig.27R,a 


Calculăm rezistenţa electrică totală Rọ a reţelei. Rezistenţa porțiunii DB 
(fig.R,b) este r2 = 2r; , iar a porțiunii AD 


este 7, a Deta Del 
37 3 
Înlocuim triunghiul CBD printr-o stea 
— r- (fig.27R,c), în a care 
fig.27R,b . = mult = „e D= Dor ORE 


. o . f 
A AR | 2,» 10 


Astfel, R =; EM dtn) +s) _ 23r 


PE Por, 52 
Intensitatea curentului total în 
2 e zei Ul ESU, 
A - rep 2 o  Circuiteste 1, = — == 
Ra 23 
z ? h z = . ea ai 
, “Ag.27R,c Aflăm mai departe intensităţile 


curenților prin laturile reţelei. 
Conform legilor lui Kirchhoff: 


= Ee la st 15 te 
II. elit da 
l, = 1ş+1ş+16 
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Ucy = (24, +1, )r = 
Uap = 16 > hn + ln = 2 
De aici rezultă: 
3, =1, +24, 
I; =21, 
Deoarece 


(4 HIL) SÙ, = 2, atunci J, +Z, = Având în vedere că 


1 5 l 
h=h+tL=1 +367 Sl) >f 
Obţinem 
6 4 
A pu: 3 IA 
Mai departe, 
1 Rem 7 
I =>) =Z 
2 . 13 j 
1, =12-1 == 
3 
15% (13 14)= 3310 
1; =21,=—1 
Astfel, 
| 13 
Uppl — Ir =—U, =2,6 V 
08 = toh = 3 23 


1 
Uep == ler = 33, 50,2; 


PEAREN 


TEE, 
=(1+1)n = Fa 


S 
52 
28. Operațiunea de aducere la „zero” a ohmmetrului înseamnă alegerea unei 
asemenea valori a rezistenței rezistorului variabil, astfel încât acul 


miliampermetrului să devieze la capătul scalei. Astfel, valoarea rezistenței 
necesare aducerii la „zero” va fi: 
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ISI 
R =- ar 


Acum este clar că dacă vrem să măsurăm rezistența unui rezistor de 1 Q, 
variația intensității curentului prin miliampermetru va fi prea mică pentru a 


putea fi pusă în evidență de miliampermetru. Într-adevăr, noua intensitate va 
fi 


=1,5k0 


i 


max 


I, = —— = = =0,99933 mA 


De aici | 
AI = L rax — 1, = 0,00067 mA 
ceea ce reprezintă 0,067% din Imax- În mod normal, precizia unui 
miliampermetru obişnuit nu este sub 1,5% - 2,5%, deci nu vom putea 
observa nici o variaţie a indicaţiei miliampermetrului, adică o rezistenţă de 
1 Q nu poate fi măsurată. 
Rezistorul R; = 1 kQ va face ca prin miliampermetru să circule curentul 
U Pas 
—— -= = 0,6 mA 
RER „D310 
adică o deviaţie aproape de jumătatea scalei, ceea ce e perfect observabil. 
Deci Rz se poate măsura bine. 
Pentru R; = 1 MO, obţinem că prin miliampermetru va circula un curent 


DR 


ja OS 4572 0,00149 mA 
Ry+R, 100140 
ceea ce iarăşi este nemăsurabil , 
având în vedere precizia 


instrumentului. Deci nici R; nu se 
poate măsura. l 

Dacă se conectează la 
bornele ohmmetrului dioda 
semiconductoare, pentru a afla 
rezistența acesteia, adică indicația 
ohmmetrului, trasăm dreapta de 
sarcină peste caracteristica 
voltamperică a diodei. Intersecţia lor 
ne va da punctul de funcționare al 
diodei, adică tensiunea la bornele ei 
şi intensitatea curentului prin ca. Ecuația dreptei de sarcină este 

U =U-LR=1,5V)-14:1,5(KQ) 


fig.-28R 
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Se obţine graficul din fig.28R, de unde aproximând coordonatele punctului 
de intersecţie, găsim 


R= av =1,3 kQ 
0,1 mA 
29. Indicaţiile voltmetrelor sunt diferite deoarece ele au o rezistență 
electrică proprie, pe care o vom nota cu R, şi care este comparabilă cu 
rezistenţa rezistoarelor. Având în vedere ecuaţiile valabile la gruparea serie 
şi paralel, putem scrie: 
- intensitatea curentului prin fiecare latură a circuitului: 


a. EU, 
Se RR 
- tensiunea pe voltmetrul k (adică cea indicată de voltmetrul k) 
U 
U, h = 4 
R, AR, 


unde Uy este tensiunea la capetele fiecărei laturi. 

Din ecuaţiile anterioare se calculează rezistenţa voltmetrelor, în funcţie de 

Ui , Uz şi Ri, Ra. | 

R, £ U. 2R FU R 
U, -U 


şi tensiunea pe al treilea voltmetru: 


lU, = UU, (R-R) 


U, (R, -R)-U, (R —R,) 


30. Voltmetrele prezintă indicaţii diferite deoarece ele nu 
sunt ideale, adică au o rezistenţă electrică finită pe care o 
vom nota cu Ry şi care este comparabilă cu rezistenţa R a 
rezistorilor. 

Folosind notaţiile de pe schema circuitului (fig.30R) se pot 
scrie următoarele relaţii: 


U; =R, 
U, =I, (R+R,.) 
U, =LR+U, 


Exprimăm intensitatea curentului J2 prin intensitatea J3 , 
folosind sistemul de ecuaţii 


fig.30R 
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ATALSA 
I'R, =U, 
din care rezultă 
7. 
I, =+), 


Inlocuim această relație în expresia pentru U, şi obținem: 


U = da PARFU, 
R, 
Din diferența primelor două ecuații avem: 


LR=U,-U, 
iar din raportul lor: 
Lous 
R, U; 


Rezolvând această ecuație de gradul al doilea, se obține: 


5 
U U? +4U,U, -U, -86V 


= 


a 


Rădăcina negativă a ecuației nu are sens fizic. 


Se observă că R, = 12R, ceea ce confirmă presupunerea noastră inițială. 


(1) 
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31. Indicaţiile voltmetrului vor fi proporționale cu intensitatea curentului 
electric care circulă prin el. Dacă la bornele sale se aplică tensiunea U, 


atunci intensitatea curentului va fi: 


U U U 


nein- aS A AR RR 
(R. + (i +R 


De aici; 
R, +R 
" UAR 


(R, +RÝ 


= 


Tensiunea maximă care se poate măsura cu un asemenea voltinetru este: 


(R- +R) J 


iz) 
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F (R, ar R)I max ? 
de aceea, eroarea maximă a pe | este 
AR 
Us = + R)AL, = = Vai a TRAR 
R, +R 


Eroarea relativă a voltmetrului este 


ho RR: 
Graficul calitativ al dependenței erorii 
relative de măsurare a tensiunii, de rezistența 
Ry a voltmetrului este în fig.31R,a. 
Deoarece pentru obținerea ampermetrului din 
galvanometru rezistorul RA se leagă în 
paralel cu galvanometrul, intensitatea 
curentului care intră în aparat, Jọ se va 
fig.31R,a distribui „prin galvanometru, Ic şi prin 
rezistor, Ig. Se poate scrie, deci: 

1, =1q+1/ 

IcRe = Ink, 


Din aceste relaţii rezultă: 


I; el, si 


R; 
Ry FR 
Deoarece rezistența galvanometrului este 
„afectată de eroare, R = RFAR, rezultă că şi 


intensitatea curentului, măsurată de el, va fi 


fig.31R,b 


afectată de eroare: 
ETN PR A A Ra 
R„+ REAR 


a i a — Ji -T T Io Monuta 
(Ri+R) aR a (R+R) 
R+ Ry 

Eroarea de măsurare va fi maximă dacă prin galvanometru va trece curentul 


maxim J <= i este: 
max 


I = 
omx R +R 
AI =J RAR =ł AR 
Gmax Omax (R, +RY R +R 


Eroarea relativă va fi: 
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Alsi. AR 


Ig RER 
Graficul calitativ al dependenței erorii relative de măsurare a intensității 
curentului electric, de rezistența RA a ampermetrului este în fig.3 LR,b. 


1 


32. Potențialul punctului B (fig.32R) este mai mic decât potențialul 
punctului A cu 1 V. Deci, voltmetrul din mijloc indică 
v) 1 V, iar curentul electric circulă prin ele dinspre A spre 


5 1y . Ă 
(4) B şi este egal cu Na „unde R este rezistenţa electrică a 


B (v) A` voltmetrului. Evident, intensitatea curentului prin 
© voltmetrul de sus este egală cu suma intensităților 
curenților prin celelalte două voltmetre, adică: 

(v) Wty E 7 îm E : 
fig.32R EX ae: Şi prin urmare, el indică tensiunea de 


7 V. În aceste condiţii, tensiunea electromotoare a bateriei de sus este 6 V + 
71V-5V=8V. 


33. Până la conectarea rezistorului cu rezistenţa electrică R, fiecare 
voltmetru indica 4,5 V. Este evident că după conectarea rezistorului, până la 

3V sv 5 V se poate mări indicația voltmetrului din 
dreapta, cel care este conectat la bateria de 6 V. 
Atunci, indicația voltmetrului din stânga va deveni 
4 V. În aceste condiţii, tensiunea între capetele 
rezistorului va fi de 1 V, iar intensitatea curentului 
prin el este egală cu diferența intensităţilor 
curenților prin cele două voltmetre: . 

CĂ Ai BI A | A 


R Il, R 
De aici, găsim că rezistenţa unui voltmetru este 
Ry =R 
După deconectarea voltmetrului din stânga se obţine un circuit simplu 
(fig.33R). Având în vedere egalitatea R, =R, aflăm noua indicație a 
voltmetrului rămas: 


-6y 


U=—=3V 
2 
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34. Să considerăm circuitul format din bateria de tensiune electromotoare 
U, şi rezistorii care formează puntea 
(fig.34R,a) sub formă de „generator 
echivalent” cu tensiunea electromotoare U, şi 
rezistenţa internă rg (fig.34R,b). Este evident 
că U,=AU,. Se subînţelege că la 
modificarea tensiunii electromotoare a 
bateriilor (de exemplu, schimbarea polarității, 
fig.34R,b. sau înlocuirea uneia cu cealaltă) rezistenţa 
internă rg nu se modifică. Atunci: 


(ss E je 


I g 


unde U = 12 V şi U, < 12 V (curentul îşi 
inversa sensul). Obţinem: 
U+U, , 35mA4 


USTU; 5 mA 


=7 > U,=9V , kU,=9V 


După schimbarea locului bateriilor, curentul 
a devenit nul, de aceea kU = U, şi se poate 
afla k şi Ux : 

k-12=U, , kU, =9 


fig.34R,a 


P= | 75u , U, =kU =643 V 
Acum putem afla şi intensitatea curentului după inversarea bornelor unei 


baterii: 


I = SG = —— I, = 2083 mA 2 34,6 mA 
VEI UP a $ 


x 


35. Vom nota intensitatea curentului prin circuit, în cazul conectării în serie 
a voltmetrelor, cu 7. Rezistențele voltmetrelor se află în raportul 0,5: 1: 2, 
iar tensiunea bateriei este 0,5 V + 1 V + 2 V = 3,5 V. La schimbarea 
circuitului, curentul prin circuit, evident, se modifică, de aceea poate să 
rămână la fel doar indicația unuia din voltmetrele conectate în paralel. Să 
analizăm variantele posibile. | 

Să presupunem că se conectează în paralel voltmetrele care indicau înainte 
0,5 V şi 1 V şi indicaţia primului a rămas aceeaşi, adică 0,5 V. Al doilea 
voltmetru trebuie să indice în aceste condiţii, tot 0,5 V. Prin primul 
voltmetru circulă curentul 7, prin al doilea va circula 0,57, iar prin al treilea 
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circulă curentul total şi el arată 2-1,5 V = 3 V. În total, 0,5 V, plus 3 V ne dă 
3,5 V — tensiunea bateriei. Astfel, am găsit o variantă corectă. Mai rămâne 
de văzut dacă nu există şi alte variante. 

Să verificăm cazul cu voltmetrul care indica la început 1 V. În paralel cu el 
poate fi conectat ampermetrul care indica 2 V, prin el va circula curentul 
0,57, suma curenților este 1,57 şi suma indicaţiilor este 1 V +1,5:0,5 V = 
1,75 V — deci nu se potriveşte. 

Să vedem şi cu voltmetrul care indica iniţial 2 V. Conectăm în paralel cu el, 
voltmetrul care indica 1 V. Intensitatea curentului prin al treilea voltmetru 
va fi 3/, iar tensiunea 2 V + 3-0,5 V = 3,5 V. Se potriveşte! Ultima 
conectare posibilă, cu voltmetrele care indicau iniţial 2 V şi 0,5 V nu se 
potriveşte. 

Astfel, rezultă că există două variante posibile. 


36. Dacă rezistenţa voltmetrului este mai 
35 mare decât rezistența ampermetrului,. 
rezultă că prin ampermetrul de sus 
intensitatea curentului este de 3 ori mai 
mare. Pe fig.36R aceşti curenți sunt 
notaţi cu / şi 3/. Vom nota cu r rezistența 
TA ampermetrului şi cu œR rezistența 
fig.36R voltmetrului . Tensiunile indicate de 
voltmetre vor fi: voltmetrul superior 
~ indică Ug —3/r, voltmetrul inferior-dreapta indică r:37 +r-I = 47] , iar cel 


inferior-stânga U, —4r7 . Mai departe scriem relaţiile dintre curenţi pentru 


cele două noduri ale punţii între care este conectat pe diagonală, 
ampermetrul. 


UE aj 
R 

U, —4rl pi: 
R R 


AIE U, 
De aici se află uşor produsul /r = T =0,1V 
În consecinţă, indicaţiile celor trei voltmetre vor fi: 
- voltmetrul superior: U, =U, —3r7 =1V 
- voltmetrul inferior dreapta: U, = 47 =0,4V 
„= voltmetrul inferior stânga: U}, =U, -U, =0,9 7 
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37. Eroarea de măsurare a tensiunii se datorează impreciziei voltmetrului şi 
impreciziei determinării situaţiei în care se atinge curentul minim prin 
microampermetru. Prima eroare reprezintă 0,2% din valoarea maximă care 
poate fi măsurată pe scara voltmetrului, adică 0,02 V, iar cealaltă este egală 
cu produsul dintre rezistenţa microampermetrului şi intensitatea minimă a 
curentului prin microampermetru care poate fi măsurată, adică 103 Q.2.10'5 
A = 0,002 V, deci de zece ori mai puţin decât prima contribuţie. Eroarea 
introdusă de  microampermetru nu influențează rezultatul  — 
microampermetrul, în general, ar fi putut avea un singur reper pe scară şi 
anume valoarea de „zero”. În total, se obţine o eroare maximă de 0,022 V, 
ceea ce reprezintă aproximativ 0,2% faţă de valoarea maximă de pe scara 
voltmetrului, adică cu alte cuvinte, realizăm un aparat cu clasa de precizie 
0,2%, ca şi al voltmetrului. Intensitatea curentului care intră în aparat nu 
depăşeşte valoarea de 2 mA, de aceea se obține o rezistență 
SV 
2-10 A 
voltmetrelor analogice obişnuite, pentru valoarea! dată a tensiunii de 
măsurat! Prin acest mod de măsurare se reuşeşte să se reunească precizia 
voltmetrului cu sensibilitatea mare a microampermetrului. 


=2,5:10%0Q, ceea ce depăşeşte cu mult rezistenţa electrică a 


38. Cea mai simplă din toate schemele 
posibile este cea prezentată în fig.38R. Pe 
“baza acestei scheme şi având în vedere 


x1 x3 cerințele, se pot scrie uşor relațiile: 
fig.38R | 
==—r 
2 0 
R 
r+ = To 
tR 
De aici rezultă: 
r==h 
Deci: 
R=2=425Q şi p= 28 =567 9 


39. Redesenăm schema, dar fără voltmetre (fig.39R). Rezistenţa electrică a 
fiecărei ramuri din gruparea paralel este: 


r=R +R =R +R, =R +R =3kQ 
de aceea rezistența totală a circuitului este 
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R= 5 +R, =2k0 
Prin  rezistorul R, intensitatea 
„curentului este Z =Z. Prin fiecare 
din ramurile grupării paralel circulă 


5 , A m 
curenţi egali, de intensitate i =~, 
3 


fig.39R de unde 
=L NEU- 0m 
3R 


Š] 
Indicaţiile voltmetrelor se determină ca fiind tensiunile electrice între 
punctele între care sunt conectate voltmetrele: 


Da e 
V =|U|=iR -iR == (R-R)=5V 
3R 


; U 
V, =|U,,] = iR, +IR, =R +3R,)=17,5V 


40. Pe baza fig.4O0R şi a unor relaţii evidente 
scrise folosind legile lui Ohm şi Kirchhoff, 
obţinem pe rând: 


PR DR SI +R 
Curentul prin sursă: 
ly = += 
De aici: 
(e A)R =LR-IR 
PI pat S AY ANI 
Din aceste două ecuaţii, rezultă: 


(L-L)R=LR -LR 


fig.40R 


de unde se obţine în final: 


41. Este evident că ampermetrele nu sunt ideale; dacă ele ar fi ideale (fără 
rezistenţă electrică) rezistenţa circuitului exterior ar rămâne mereu aceeaşi 
şi suma indicaţiilor ampermetrelor nu s-ar modifica. De asemenea, este 
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evident că nici bateria nu este ideală. Dacă bateria ar fi ideală, atunci la o 
conectare a încă a unui ampermetru, indicaţiile celor anterioare nu s-ar 
modifica şi suma indicaţiilor ar trebui să crească proporţional cu numărul 
ampermetrelor, adică pentru două ampermetre suma indicaţiilor ar fi trebuit 
să fie 2 A. Vom nota deci rezistenţa electrică a unui ampermetru cu R şi 
rezistenţa electrică a bateriei cu r. Atunci, se pot scrie următoarele ecuaţii: 


LPU 


Cen 


=+r 
2 


Înlocuind aici valorile celor două intensități date în enunţ găsim că 
R=0,5r. Intensitatea curentului prin baterie în prezența a 2008 
ampermetre va fi: 


Loos SS 2144996... 4 15 A 


dl me a 
2008 2.2008 | 
N-are rost să se ia multe zecimale, pentru că oricum ampermetrele nu le 
simt... 


42. a) Pentru măsurarea intensității curentului, ampermetrul trebuie legat în 
serie cu circuitul. Rezistenţa minimă Rmin şi rezistenţa maximă Rmax a 
circuitului (adică rezistenţa totală a ampermetrului şi a rezistorului din 
circuit) trebuie să corespundă valorilor minimă 6/ şi maximă max ale 
intensității curentului: 
R LPAI., Rin == =0,364Q 

max 

Deci limitele de modificare a rezistenței circuitului sunt în acest caz: 


Riin S RS Rosie 


Până la conectarea ampermetrului, intensitatea curentului prin porţiunea de 
ea z U ; 
circuit prevăzută pentru măsurători, era 1, ER’ unde U este tensiunea 


sursei, iar R — rezistența porțiunii de circuit. După conectarea ampermetrului 
cu rezistența RA, intensitatea curentului se va micşora la valoarea : 


I= SĂ 
R+R, 
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Variația intensității curentului, faţă de valoarea iniţială, ne dă eroarea 
absolută de măsurare a acestei intensităţi: 


AJ = e -] = mele dn = beba y 
R R+R, R(R+R,) 

Această eroare este maximă pentru R = Rain. În acest caz, se obţine 
AI = 0,011=1,1% 

Pentru „modificarea” ampermetrului în scopul măsurării Easier mai 
mari decât Ina, trebuie făcut în aşa fel încât o parte a curentului electric să 
ocolească ampermetrul, adică trebuie conectat în paralel cu ampermetrul un 
rezistor suplimentar numit „şunt” , având o rezistenţă doue cunoscută. 
Curentul electric total prin circuit este 


I=1+1ş 


unde Js este intensitatea curentului prin şunt. Tensiunea pe cele două 
elemente legate în paralel este aceeaşi, deci 


LR = ÎshRs 
Cu ajutorul ultimelor două relaţii obţinem: 


I =nl =h +l; =l 1 ha 
Rs 
de unde 
R 
R, = — 
l -nei 
In cazul nostru, 
R, =0,250 


b) În cazul folosirii unei surse dẹ curent care furnizează un curent electric a 
cărui intensitate /ọ are o valoare fixată şi care nu depinde de rezistența 
circuitului exterior, conectarea tradițională (în serie) a ampermetrului nu va 
da nici un rezultat — el va indica mereu aceeaşi valoare J. Aceasta se poate 
înţelege dacă se ia în considerare că rezistenţa internă a unei surse de curent 
este infinită, r=. Deci pentru măsurarea tensiunii pe rezistor, nu ne 
Tămâne nimic altceva de făcut, decât să conectăm cu grijă ampermetrul î în 
paralel cu rezistorul, deşi aşa ceva este absolut interzis. Într-o asemenea 
conexiune, tensiunea U măsurată pe rezistor are aceeaşi valoare ca şi cea pe 
ampermetru. 
U = 14 Ry 

Având în vedere divizarea curenților prin rezistori 

R R; 


—h , pl 
RER” aak 2% Te 
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de unde 
RR A 
USIRI = ay 
Ar yE R, 0 
Din formula pentru JA de mai sus, rezultă 
= Maha LR, 
I-I, 


Înlocuind aici 74 Cu Zmax şi ô, aflăm intervalul în care se ot afla valorile lui 
R, Rain SR Ra» Pentru cazul folosirii unei surse de curent. Deci 


RAO sal 


— Q =0,01 Q9 
Rota al) = Fă TZI = 
Rily 
; =—— =0,25Q 
nat că Io TIR 


c) Pentru măsurarea rezistenței R a unui rezistor necunoscut, se conectează 
în serie bateria, rezistorul şi ampermetrul. Indicaţia ampermetrului în acest 


caz (conform legii lui Ohm) este: 
I=l = Uo 
aR 


De aici: 


aU 

T, | 
Pentru calcularea intervalului de valori măsurate Rain < R S Ro» folosind 
valorile minimă 57 şi maximă /max care pot fi măsurate cu ampermetrul, 
găsim: l 
Us 


max 
ó U, 
Ross 251) = RA 
SI 
Trebuie subliniat că în cazul acesta este absolut interzis să se conecteze 
ampermetrul în paralel cu rezistorul, deoarece curentul prin el ar fi 


J E 
1 = a = 4,5 A, ceea ce ar distruge ampermetrul. 


A 


43. Deoarece ampermetrul şi voltmetrul sunt ideale, vom analiza schema 
echivalentă (fip.43R). Rezistenţa electrică a circuitului va fi: 
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a (Bt RR, 
i 
pr BRER) =2,25Q 
R+R +R, 
R =R'+R"=4,25Q 
Intensitatea curentului total prin 


2Q 


U, 
circuit este 1, =— =1,2 A. 
R 


Tensiunea pe porțiunea ab (sau ac): 
U» SU = lR=2,4V. 
Tensiunea pe porțiunea bd (sau cd): 
Uw SUA hR" =2,7V. 


(U.s Usa =U, =5,1V). 


! IE k U 
Intensitatea curentului prin porțiunea ab: Z, =—#— =0,8 A 
R zi 2 
; fe : = le 
Intensitatea curentului prin porţiunea ac: Z, = R =0,4 A 


(letl =l =t2 4) 


Interisitatea curentului prin porţiunea bd: /,, =—= =0,94. 


. A A LU TE 
Intensitatea curentului prin porţiunea cd: Z, = —— =0,3 A 
4 


(la tla =l =1,2 4) 
Indicația ampermetrului: 

IS la “Le La ZOLA. 
Indicaţiile voltmetrelor: 


U, SU = Laet Lat E1617 
U, =Uy = ah — Leah =1,5V 


44. Vom determina intensităţile Zp; , ale 
curenților electrici care circulă prin 
rezistorii R; (i = 1, 2, 3, 4). Deoarece 
ampermetrele sunt ideale, putem 
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analiza circuitul echivalent (fig.44R,a). Pentru acest circuit: 
l o] 4 


a |. LR 
Rp = Ric + Rap ar la 
Intensitatea curentului total este 


h= Sa 2 =21m4 
R 


AB s 
r- S T mA, 
R 1 
I 
îi -= Uic = oRac = 6 mA 
R R 
ÈR, = Uag, IBe —3 mA 
fig.44R,b Ri Ra 
| I 
I, =%=T7mA 
* 


Pentru a determina indicaţiile ampermetrelor, folosim legea I a lui 
Kirchhoff pentru nodurile d şi c (sensul ales pentru miei este indicat pe 
fig.44R,b): 


I, = Ia — la, =5 mA 
I, = In -Ip =4 mA 


45. Să considerăm că rezistenţele voltmetrelor sunt Rı , respectiv R2 , 
rezistența internă a bateriei este r, iar tensiunea ei electromotoare este £. 
Dacă voltmetrele se conectează în serie, intensitatea curentului care circulă 
prin ele este aceeaşi: 


RI U, 
Intensitatea curentului prin circuit şi indicaţia primului voltmetru: 
E E 2ER, 


= ————— = , U =IR= 
RER ta 3R hi i 3R, +r 


_ Astfel, 
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ÎI PE 
R, U 
Dacă voltmetrele sunt conectate în paralel, tensiunile la bornele lor sunt 


l 
egale: U, =1,R, = L,R, . Deoarece R, = 2R,, rezultă că 1, z f 


Intensitatea curentului total şi indicația celui de-al doilea voltmetru sunt: 


ln SR Ste l 
146 a 2R, +3 
R +R, 
7e LR = 2hk 2ER, 
PU ogy 2R 
Astfel, 
r _2(£-U,) 
R, 3U, 


Din condiţia 
2F-3U _2(8-U,) 
U 3U 


P 


Rezultă 


7UU 
E =— > =10,4V 
6U, -2U 


46. Redesenăm schema inițială aşa ca în fig.46R. Prin rezistoare sensul 
curentului este cel convențional, adică de la 
borna „plus” a generatorului spre borna 
„minus”. Conform enunțului, ambele 
ampermetre sunt ideale, deci cei trei rezistori 
sunt conectaţi în paralel la bornele bateriei. 
De aceea: 


U=LR=3V şi me E 06 mA 
3 R 
Pentru intensităţile curenților care trec prin . 
“ ampermetre sunt valabile relaţiile: 
1 +1, =l, 


Tel 


fig.46R 


Scăzând cele două relaţii, rezultă 


jë 
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47. Introducem notaţiile Ra şi Raz — rezistenţele primului şi a celui de-al 
doilea ampermetru, Ry, şi Ry= — rezistenţele primului şi a celui de-al doilea 
voltmetru. Din indicaţiile aparatelor în prima schemă obţinem 


Te ieși 3 pipe She N. 
[A L+, 


Valorile rezistențelor ampermetrelor le aflăm din egalitatea tensiunilor între 
nodurile reţelei în primul şi în al doilea caz: 


LR =U,+1Ra 
ÎI" Ra =I, (Ra t Rra) 


Rezolvând acest sistem de Sari obținem: 
I I lá -U. 
Ra SI (ha 2) 6,80 


E AU AI AA 
R _ Da DR În Va MO | 
că I, -Izh l 


Tensiunea la bornele întregului circuit este 
U, =Uj +R y= 102,4 V 
ei acum al treilea circuit. Rezistenţa totală a circuitului este 
Ra = Rat , Rae (Ra + Ra) x 51,080 

BA + Rao tya 

iar intensitatea curentului total este 
LS Vo. 2,0 4 
Ror 

Indicaţia primului pt atu ză 

=I Ra 100,3 V 
iar a celui de-al doilea 


a i Jr =16V 


A2 


48. Fie ezistenţa electrică a fiecărui voltmetru, R. Atunci, rezistenţa 
electrică totală a reţelei infinite de voltmetre o vom determina din ecuaţia: 


XR 
X+R 


X=R+ 


de unde se obține 
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Introducem notaţiile: J; — intensitatea curentului care trece prin voltmetrul V; 
, Uo — tensiunea totală la bornele circuitului. Atunci: 

d 22, ISU 

PI 2 a 

Folosind legea I a lui Kirchhoff pentru primele două noduri 

Il 5 Ltd, . 
egalitatea tensiunilor între două noduri pe diferite porţiuni de reţea 

~ UW SULU, , U, =U; +U; 

şi legea lui Ohm pentru o porțiune de circuit U,=7,R, , i=1+5, 
obţinem: 


U, =(,+1)R=1X > 1 ACE na Ce: ai 
2 
u, =1,R= Blige S u, =u, 
2 2 Da 
3-45 


K Ú. É -Ra j =(V5-2)/, 


7-3 


U, enr [ EE [E ju = Ey 


2 


Deoarece Us = 2 V, rezultă că U, = RU: = sY, =13,71V şi 
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ma EE,- =(2+45)U; 28,47 
U, =(45- = 22E ju, - By, m, av 


U, (SE, = izle, =x1,247 


2 2 


49. Fie I; intensitatea curentului prin rezistorul R;. Din legea a II-a a lui 
Kirkhhoff pentru ochiul care conține Æ; , Ry şi voltmetrul, exprimăm 
indicația voltmetrului: U = Æ, — Z, R, , de unde - 
| E, 1 
I =*-U— 
R, / & 


Prin voltmetru circulă curentul 7 = /, +4, + +14. | 


: ; ; ş U 
Dacă R este rezistența proprie a voltmetrului, atunci / = F 


Din toate aceste relații se obține 


di 


TȚinem cont că rezistența voltmetrului T PIREN Rme € este finită, 'iar a 
celui electrostatic R,, = co şi exprimăm condiţia U, = 2U 


de unde 


În final, rezultă 
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ao iese E ne a sei sara 
Kiz Pa dal =j R l + L 2 R, 


50. Vom nota tensiunea pe diodă cu U,. Tensiunea pe rezistor va fi atunci 
U — U, (unde U, este tensiunea la bornele circuitului). Dependenţa 
intensității curentului / prin diodă de tensiunea U, este dată sub formă de 
grafic (caracteristica voltamperică): 


I=1IU,) | (1) 
Intensitatea curentului prin rezistor este dată de 
legea lui Ohm: 
U, —U 
te DU 2 
= (2) 


Deoarece rezistorul şi dioda sunt legate în serie, | 
intensităţile curentului prin diodă şi rezistor sunt egale. Deci, curentul / prin : 
circuit şi tensiunea Uo pot fi aflate rezolvând sistemul celor două ecuaţii de 
mai sus. Deoarece nu se cunoaşte forma analitică a funcţiei (U1), sistemul 
respectiv trebuie rezolvat grafic. Pentru aceasta, pe graficul caracteristicii 
voltamperice vom trasa o familie de drepte care verifică ecuaţia (2), pentru 
diferite valori ale tensiunii sursei de alimentare Up Aceste drepte 

intersectează axa absciselor în 
punctele U, = Uo, iar panta lor este 


1 ; Tan 
7 Punctul de intersecţie dintre 


dreaptă Şi caracteristica 

voltamperică reprezintă soluţia 

sistemului, pentru o valoare Uo 
dreapta cu dată. 


panta -0,005, E a ai . m 
aa Să analizăm cum se modifică 


intensitatea curentului din circuit, 

(mV) dacă tensiunea sursei creşte lent 

O 100 300 soo 70 (vezi fig.50R,b). Pentru tensiuni 
fig.SOR,b “r mai mici de 560 mV există un 


singur punct de intersecție 
(porțiunea OE). Când tensiunea sursei devine mai mare decât 560 mV, vor 


apare 3 puncte de intersecție dintre dreapta de sarcină și caracteristica 
voltamperică. 
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Vom arăta că punctele care se află pe porţiunea AD (porţiunea aşa-numitei 
„rezistenţe negative”) sunt instabile şi de aceea ele nu se realizează. Să 
presupunem că intensitatea curentului prin circuit şi tensiunea pe diodă 
corespund unui punct oarecare de pe porţiunea AD. O creştere foarte mică 
şi întâmplătoare a tensiunii pe diodă va duce la micşorarea intensității 
curentului prin diodă, deci la micşorarea tensiunii pe rezistor, ceea ce va 
mări la rândul său tensiunea pe diodă şi mai mult. O situaţie analoagă se va 
produce şi la o micşorare întâmplătoare foarte mică a tensiunii pe diodă. 
Astfel, orice abatere întâmplătoare a curentului electric de la valoarea de 
echilibru, pe porţiunea de rezistenţă negativă, duce la apariţia unor cauze 
i care scot sistemul din starea de 
„E (mA) echilibru staționar. 

Mai departe, mărind lent tensiunea 
sursei, în sistem nu apar nici un fel 
de motive pentru ca să se „sară” pe 
- porţiunea DC, de aceea se vor 
Îi Îi realiza . stările corespunzătoare 
Ri Erie Bear Rhea) păi porțiunii | EA. „La atingerea 
Pai pai aci Sl | ba i N e punctului A, rămâne din nou un 

1 2 singur punct de intersecție, dar pe 


gi i porțiunea BC, de aceea la o 

creştere în continuare a tensiunii, se vor realiza stările corespunzătoare 
acestei porțiuni. | 
La variaţia inversă a tensiunii; situaţia este analoagă, numai că procesul va 
evolua pe drumul CBD (fig.50R,c), apoi prin salt se ajunge în punctul E, 
după care, pe porțiunea EO. Astfel, în circuitul dat se realizează un fel de 
buclă de histerezis - valoarea intensității curentului electric la tensiunile 
între 560 mV şi 1400 mV depinde de starea anterioară a sistemului. Valorile 
numerice se citesc pe grafic, în limita erorilor de citire, iar dreapta de 
sarcină, cu panta -0,002 , se trasează exact peste caracteristica voltamperică 
a diodei tunel. 
Observaţie. Porţiunile OA şi DC ale caracteristicii voltamperice se pot 
modela aproximativ ca porţiuni liniare şi folosind valorile citite pe grafic se 
pot obţine ecuaţiile acestor porţiuni şi apoi coordonatele intersecţiilor lor cu 
dreapta de sarcină dată de ecuaţia (2). Se obţine apoi uşor graficul din fig. 
50R,c în care se vede cum influenţează în jurul punctelor A şi D abaterile de 
la liniaritate ale caracteristicii. 


51. Dacă rezistenţa rezistorului R este mare, atunci intensitatea curentului 
care circulă prin el este mică şi diferenţa de potenţial dintre punctele B şi A 
(vezi fig. din enunţ) este aproximativ egală cu 2E. De asemenea, în aceste 
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condiţii, potenţialul punctului B este mai mare decât potenţialul punctului 
C, care este egal cu Æ, dacă se consideră că potenţialul punctului A este nul. 
Deci dioda este închisă şi prin ramura care o conţine nu circulă curent. 
Atunci această ramură poate fi eliminată din circuit şi se poate considera că 
circuitul se reduce la cel din fig.51R,a. În acest circuit, 


A 2E 
2r+R 
De aceea, tensiunea pe rezistorul R este: 
2 DER 
R 4R 


Pe măsură ce R se micşorează, curentul prin 
circuit creşte, cresc tensiunile interioare pe 
surse, iar diferenţa de potenţial dintre punctele 
A şi B scade. Aşa se va întâmpla până ce 
potenţialul punctului B va deveni egal cu 
potenţialul punctului C, adică atâta timp cât 
dioda rămâne închisă. Dioda se deschide în 
momentul în care tensiunea dintre punctele B şi 
C devine nulă; aceasta se va întâmpla când 
tensiunea între B şi A va deveni egală cu £. În 


ditai = acest moment, tensiunea pe rezistor este: 
DER de 
=E- 
2r+R 
i de unde 
R=2r 


Acum vom afla tensiunea pe rezistorul R în 
cazul în care R<2r. În acest caz, rezistența 
diodei este egală cu zero şi schema 
simplificată a circuitului este dată în 
fig.5S1R,b. În acest caz, 
Ug =I'R=E-lr=2E—1,2r 
l= litl 
De aici: 
, 4E ; „__ 4ER 
= ——— ŞI | Se pp 
2r+3R 2r+3R 
Aşadar, 


. 2r R 
fig.51R,c 


= entru R> 2r. 
EDAR 
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4ER 
2r+3R 


J 
ru ME 


pentru R 2r. 
Graficul este pe fig.5S1R,c. 


52. Puntea va fi echilibrată şi prin galvanometru nu va circula. curent 
electric, dacă între tensiunile pe rezistori va exista relația 


HeU 
2, 4 
Deoarece 
U, =al 
U, = IR 
U, =IR 
U,= al’ 
condiția scrisă inițial devine: 
al: aR 
-m E | 
IR SEI 
de unde 
pei 
` a 
„Prin urmare 


R? 
(24 


53. Considerând că pe elementul 2 (vezi fig. din enunţ) tensiunea electrică 
este U,, rezultă că pe fiecare din elementele 3 şi 4 legate în serie vom avea o 


r (Uls ê e . i . . s . 4 
tensiune RA Deci intensitatea curentului care circulă prin elementul 2 este 


1, = aU}, iar intensitatea curentului care circulă prin elementele 3 şi 4 este 


2 
aU pe ; f A 2 L ; 
>= a Prin urmare, intensitatea curentului care circulă prin 


S. 2 ; 
ampermetru, baterie şi elementul 1 este 1 =, +1 = 2. , Tensiunea la 


E 5 
bornele elementului 1 va fi atunci U, = 2 = Eu, „ Astfel, tensiunea pe 
a 


baterie va fi: 
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U, =u susur) 


de unde 


şi 


Je safe E Me a 


> 5 
(+4572) o Sra 


54. a) Notăm cu Js şi Zy intensitățile curenților care circulă prin sarcină, 
respectiv prin varistor (fig.54R,a). În aceste condiții tensiunea pe varistor 
este: 

E-IR=U, =IR; =U 1, )R 
De aici rezultă că pentru determinarea valorilor /ypri şi Uvpri trebuie 
construită pe caracteristica voltamperică a 
varistorului dreapta de ecuaţie 


1 
I, =I-—U 
v R, v 


fig.54R,a 


adică aşa numita „dreaptă de sarcină”. 
Construim această dreaptă: pentru Uy = 0, Jy = I = h = 1 A, iar pentru 4 = 
0, Uv = bRs = 10 V (fig.54R,b). 
Găsim pe grafic: /vpprı = 0,36 A şi 
Uvpri = 6,4 V. 
Din ecuația £ =U,+/R găsim: 

Li =U mr tR = 16,4V 
b) Tensiunea de alimentare creşte şi 
devine E£,=2F£, =32,8V. Să aflăm 
legătura dintre Uy şi Is: 

E, -IR = E (4 +1. )R=U, 


Deoarece 1; = — avem: 


S 
Jy 
m Cipl REU, 
Rs 


Obţinem ecuaţia unci noi drepte de sarcină: 
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Intersecţiile ei cu axele graficului caracteristicii voltamperice a varistorului 
sunt: 
E,R 
== =16,4V. 
R 


s 


Psor ui 


E. 
U,=0 , Ip 7 3,3 A 
Construind dreapta de sarcină peste caracteristică, găsim aproximativ 
coordonatele punctului de intersecție (aşa numitul-punct de funcționare): 
IDR = 1,42 A şi Uvpr2 292 V. 
Variaţiile cerute vor fi: 
AU,pr = Uunaz -Umri = 28V Şi Alp > 1,42—0,36 21,1 A 


a U>, ; 
55. a) Rezistența rezistorului este R==, iar tensiunea pe elementul 
pu] : 


IU | i 
neliniar Uy =U-IR=U -— , Pentru U <U, elementul neliniar se 


m 0 
comportă la fel ca rezistorul R. Deci căldura disipată în circuit se distribuie 
în mod egal pe cele două elemente, adică fi = 0,5. Dacă U 2 us 


ÎN AD AŞ CL a a É 
|! Pe+B U,I+PR U+IR U U = MU AU h 4I, 
I Dar intensitatea maximă a curentului prin 


R circuit este Jọ , elementul neliniar, pentru 
U 2U,, nu permite un curent mai mare 
decât Io. Deci Z= h şi se obține f, = 0,75. 
b) Dacă legăm două elemente neliniare în 
! serie, atunci ele fiind identice, tensiunea la 
i i bornele fiecăruia va fi Ug atunci când 
U >U u intensitatea curentului prin ele este Jo. 
Tensiunea la bornele ambelor elemente va 
fi atunci 2Uy. Mai departe, chiar dacă 
tensiunea la bornele elementelor neliniare creşte, intensitatea curentului prin 
ele rămâne 19. Aşadar, caracteristica voltamperică a ambelor elemente legate 
în serie arată ca în fig.55R.a. În acest caz 


X +X serie 


„fig.55R,a 
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pe 2U,1 2U, Du 
2 20T FU U MUE 3U_44U, U 
2 Va aUa pl sp 
20, "Noi AU: a 4 
Deoarece şi în cazul acesta Z= Jo , se 
obţine - 
a 7, =0,75 


c) În cazul legării celor două elemente 

X+X paralel neliniare în paralel, dacă tensiunea la 

bornele lor ajunge la valoarea VW, 

curentul prin fiecare element va fi de 

u intensitate /ọ. Aceşti doi curenți se 

To s etto însumează şi dau curentul prin rezistor. 

ngan Deci curentul maxim prin circuit este 

limitat la valoarea 2/0. Graficul caracteristicii voltamperice pentru grupul 
paralel de elemente neliniare este pe fig.SSR,b. 


: Pia. 201 Uo- AF 

HATRA A, A 

i arUps j- Vas 2R = = joi Li 4 = 
4U, 4U, 4U, 2U =i 

"i Afe 
21, 

Deoarece şi în acest caz prin fiecare element neliniar / = Jo, rezultă 
A, =0,5 


56. Rezolvarea acestei probleme se reduce la rezolvarea unui sistem de două 
ecuaţii dintre care una este dată grafic 
sub forma dependenţei rezistenţei 
becului de intensitatea curentului prin 
el, iar a doua rezultă din legea lui 
Ohm: 


PA (R + R,) =U 
unde Uo = 20 V este tensiunea sursei, 
iar Rọ = 30 Q este rezistența 


rezistorului legat în serie cu becul. 
tig.56R Din această ecuație rezultă: 
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U 
miare 
ie 


şi construim graficul acestei relaţii, peste graficul dat în enunţ, ca în 
fig.56R. Punctul lor de intersecţie va fi soluţia problemei. 


i | Vuza Se vede din grafic, / = 0,35 A 


57. Vom nota tensiunea pe bec cu U. Din formula 


dată în enunţ, / = aJU , rezultă că această tensiune 
depinde de intensitatea curentului conform relației: 
1 
U = == î 
a 


Tensiunea pe rezistor, după legea lui Ohm (fig.57R,a) este: 

I , Ur =R 
Suma acestor tensiuni este egală cu 
tensiunea sursei: 


i 
PHIR =U, 


Această ecuație de gradul al doilea are 
două soluții: l 


À 2i | 
a? 


Soluţia negativă a acestei ecuaţii nu are sens fizic (dar, nici matematic, 
deoarece ea a apărut ca urmare a ridicării formulei iniţiale la pătrat), de 
aceea soluţia problemei este: i 


-2f fe m-a] 
2 a 


Graficul caracteristici voltamperice este dat în fig.57R,b 
I(MmA) 


58. Deoarece rezistorul şi elementul 


0 
y necunoscut Z sunt legate în paralel, 
tensiunea la bornele lor este aceeași: 
a Up=U,=U, iar  intensităţile 
s curenților se adună: 7 = Ip +17. 
n: Caracteristica voltamperică a 
o 1 2 3 4 s5 6 ea : ; Uz U 
fig.58R rezistorului este Z} = —= =— 


R R 
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Pentru construirea caracteristicii voltamperice a elementului necunoscut Z 
se află pentru diferite valori ale tensiunii U,=U,=U, valorile 
corespunzătoare ale intensității curentului prin Z : J, =7—[Ię. Graficul 
cerut este reprezentat în fig.58R. 


59. La tensiunea U, = Uo = 1 V , prin circuit începe . R3 

să circule curent prin primul rezistor (se deschide -iz 
prima diodă), iar la tensiunea U> = 2U = 2 V se KO 
modifică rezistența electrică a circuitului (se =m 
deschide a doua diodă, curentul circulă şi prin al fig.59R 


doilea rezistor), de aceea diodele sunt legate în  - 

serie. Deoarece la deschiderea ambelor diode rezistenţa circuitului scade 
(unghiul de înclinare a caracteristicii voltamperice creşte), înseamnă că 
rezistorii sunt legaţi în paralel. Acestor condiţii corespunde schema electrică 
din fig.59R. 

La o tensiune la bornele circuitului U> = 2 V, tensiunea pe prima diodă este 
U = 1 V, iar tensiunea pe primul rezistor este Up, = 1 V şi intensitatea 


SCU TASI | 
y 


= 


U 
curentului prin el este /, = 20 mA. Astfel, R = Di = 500. 
i 1 
La o tensiune la bornele circuitului U3 = 3 V, pe ambele diode tensiunea 
este Up = 1 V, tensiunea pe primul rezistor este Up, = 2 V, tensiunea pe al 
doilea rezistor este Ur2 = 1 V şi intensitatea curentului total prin circuit este 
b = 50 mA. 


[BEUM EMINESCU" 


U 
Intensitatea curentului prin primul rezistor este /, = i =40 mA. 
1 


Intensitatea curentului prin al doilea rezistor este 7, = 7, — 7, =10 mA. 
Up 
Astfel, R, = = =100 Q. 


2 


60. În primul caz, cele două fire de plumb fiind legate în paralel (fig.60R,a), 


se poate scrie: 
R, (d) 
LIR =L (1) 
Ie a 3-(2)- 
5) ÎN R o UD 4 
fig.60R,a 1, =41, 


5 
Dacă /» ajunge la maximul de 5 A, atunci /, = EA 1,25 A (adică nu se arde) 
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şi J=] +1, =6,25 4 i 
Deci dacă R, se arde, curentul prin R, devine 6,25 A şi se arde şi Ru, adică 
siguranța îşi va îndeplini scopul: va întrerupe circuitul. 

În cazul al doilea (fig.60R.b), relaţia (1) 
rămâne valabilă, deci primul care se arde este firul 
gros (R2), la h = 5 A. In acest moment, prin întreg 
circuitul circulă curentul de intensitate: 

I =201, +1, = 20:1,25+5 = 30 A 
După ce se arde R3 , curenţii prin R; devin: 


I,R, (d) 


Ars 
Wo 
R, (D) 


fig.60R,b 20 20 
deci firele subțiri nu se ard (nu se topesc). Ele se vor 
topi numai dacă / devine / =1,8:20= 36 A. Deci, în cele două cazuri, 


siguranţele au parametrii de lucru 6,25 A şi 36 A şi funcţionează după 
principiul: unde-i mai gros, acolo se arde. 


61. În regim staționar, toată căldura dezvoltată de conductor se disipă în 
mediul exterior, deoarece temperatura conductorului nu se schimbă. Vom 
considera că această căldură Q este disipată pe, suprafaţa laterală a 
‘conductorului (adică neglijăm transferul căldurii de la capetele 
conductorului şi prin radiaţie). Deci 
1OQ=o0SATAr pr 

unde o este un anumit coeficient dimensional, S. - suprafața laterală a 
conductorului, AT — diferența dintre temperatura conductorului şi cea a 
mediului exterior, iar At — durata transferului de căldură. l 
Aşadar 

2 2 
KINE OSATA = U Se i aderRr 
R pl 


r ; l i Hp 
unde U - tensiunea aplicată, R= p— - rezistența conductorului, r — raza 


tr 
conductorului, iar Sy — aria secțiunii sale transversale. 
De aici se scoate un parametru constant pentru conductor: 
| OAS. 
2arpo 


= AT 

Deci putem scrie: | 
P(1-p AT, =PAT, 

astfel, temperatura conductorului va creşte cu: | 
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ȘT = ATAT, = Ampoi ar56 ci 
1I-p) 


62. Fie intensitatea curentului prin primul fir fuzibil 7, , iar prin al doilea fie 
1» . Deoarece firele sunt conectate în paralel, putem scrie 
Iti! 
LR, = LR, 
unde I este intensitatea curnetului total . Din sistemul de ecuații de mai sus 
rezultă uşor că 
m R 


R +R, 
R 
R+R 
Mai departe, trebuie analizate variantele posibile: care dintre fire se va topi 
primul la creşterea curentului prin circuitul exterior şi dacă după asta se va 
topi şi al doilea. Această analiză duce la următoarele rezultate: 
. Atunci când se arde R, , tensiunea la capetele sale este ZzmaxR2 , iar dacă se 
arde R, tensiunea la capetele sale este /imaxRı. Dacă intensitatea / a 
curentului total creşte, tensiunea la bornele grupării creşte şi ea. Dacă prima 
valoare a tensiunii care se atinge este, de exemplu JmaxR2 atunci prima dată 
se arde R». Aceasta înseamnă Că Lomaxh> < masi » Sau 
I Imax R, 
şi reprezintă condiția ca prima dată să se ardă al doilea fir fuzibil, cel cu 
rezistența R2. 
Acum, presupunem că » ajunge la valoarea maximă /2max + se arde. în acest 
moment intensitatea curentului total este 
R+h 
2max R, 


şi trece în întregime prin Rı. Dacă / < /Jımax atunci R; nu se arde. Primul fir 
fuzibil, cel cu rezistența R, se va arde abia când acest / va deveni egal cu 
limax , deci siguranţa rezistă până la /imax: Din Z < /imax , folosind (2) rezultă 


p 


(2) 


I RtR, T Lomas, < = 
2mas lmax 
s R i limax R + % 


Evident, ultima inegalitate satisface şi inegalitatea (1) 
Dacă / dat de relaţia (2) satisface condiţia Z > limax atunci se arde şi R,, deci 
Siguranţa rezistă la curentul dat de relaţia (1). Condiţia Z > imax devine 
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R+R, Ji 


; R 
loa a ine © E e 
R DA R +R, 


condiție care trebuie luată împreună cu condiția (1) 
Analog se judecă dacă se arde prima dată Ry. Pentru aceasta trebuie 
îndeplinită condiția JmaxR2 < JimaxRı, adică 


Dak > R (3) 
E I lmax R, 
In momentul în care se arde Ri, curentul total Z este 
R+R 
Ea Lo? 4 
Imax R, ( ) 


şi trece în întregime prin R2. Dacă / < Imax , atunci Rz încă nu se arde şi se 
va arde abia când / va ajunge la valoarea Imax , iar dacă / > Imax se va arde 
şi Rə, deci curentul la care rezistă ăi este / dat de (4). 

Sintetizăm rezultatele: 


Valoarea limită a curentului prin 
siguranţă 


2max, 


Raportul —== 


Imax 


< I 2max 
R+R, Limax 


2max < 


R, I Imax 


63. Aspectul exterior al elementului de încălzire este prezentat pe fig.63R, 
2 
unde am ales a>b>c. Puterea disipată este P = R iar rezistența 


ia cad l ; 
electrică este MEM Se unde , cuy este 


rezistivitatea cuprului, / — lungimea conductorului, 
iar § — secțiunea sa transversală. Mai departe, 
putem scrie uşor: 


R = Pau ag 
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b U?  U?ac 
R = Pou > NR — pa,b 
c U? U’ab 
R FP A > E pi a 
ab R Peut 
Bette dah = bal = cett 


P. Paa Uae wii 2 
JE „AI ac Poul PO l 
DP „Ab U mp JA 
Pe de altă parte, se cunoaşte volumul bucății de cupru: 
V = abc = 2exj2 -2c -c = 2e = 
pP 


Mai departe, dimensiunile muchiilor se află imediat: 


G=: 27 E = 4,5 cm 
af VAP.910* DDR 
b=2c=9cm 


a= b2 = 12,73 cm 


64. Problema este luată din practică - încercaţi cu un fierbător normal să 
fierbeţi 3 litri de apă aflaţi într-un vas! Cauza eșecului este disiparea căldurii 
în mediul exterior. În starea de echilibru termic, toată puterea consumată de 
fierbător se disipă în mediul exterior, adică: 


U? 

— = k(t -t 

Art) | 
unde k este un coeficient constant care depinde de forma şi dimensiunile 
vasului şi de proprietăţile mediului exterior. Pentru a încălzi apa până la 


temperatura î = 100°C , trebuie mărită puterea transmisă sistemului. 
Aceasta înseamnă că trebuie micşorată rezistenţa fierbătorului: 


Us PE 1 7% 
RE lo) 


Împărţind cele două formule una la alta, obţinem: 
R t—hħ 


caren 
sau 
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De aici, rezultă 
l-l =1—0,31251 = 0,68751 
sau 
Al x 69% 
Cu alte cuvinte, rezistorul trebuie scurtat cu cel puțin 69% (se poate şi mai 
mult!). 


65. La început, atâta timp cât disiparea căldurii este mică (fluxul de căldură 

disipată este proporțional cu diferența dintre temperatura conductorului şi 

temperatura mediului, dar şi cu aria suprafeței exterioare), conductorul se 
2 


R (1+aAt) 


scade. În regim staționar, puterea absorbită-este egală cu puterea disipată. 
De aceea vom scrie de două ori această egalitate, pentru primul şi al doilea 
Caz. a 


încălzeşte, rezistenţa electrică creşte, iar puterea absorbită 


y? | 
= kA S 
R, (1+ At) 
59) 
Se (+44) i 


unde k este un coeficient de proporţionalitate oarecare. 
Din cele două relaţii de mai sus se obţine ecuaţia de gradul al doilea: 


(Ar) + Zar (1 aaa), =0 


Una din soluţiile ecuaţiei este negativă şi nu are sens fizic, iar cea de-a doua 
dă răspunsul căutat: 


A, = 260,55 K 


66. Puterea electrică în circuitul motorului este UI , unde Z este intensitatea 
curentului electric prin motor, iar U este tensiunea liniei de alimentare. 
Această putere este egală cu suma dintre puterea mecanică consumată 
pentru a învinge forţele de rezistenţă, v? (v fiind viteza tramvaiului, iar fv 
— forţa de rezistenţă) şi puterea pierdută prin efect termic, FR ( R fiind 
rezistenţa electrică totală a circuitului motor al tramvaiului). Deci: 


UI = pv?+ I'R 
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De aici, puterea utilă este: 
Bv =UI—IR 


Din această expresie se observă că puterea utilă atinge un maxim pentru 
2 


l= K , condiție în care P =—. 
2R 4R 


Dacă tramvaiul se mişcă cu viteza vo mai mică decât viteza maximă, atunci: 
Bv =Ul, -IR 
iar dacă viteza tramvaiului este maximă: 


2 
RE Sae i 
Dia | edi Vá 


Există două soluții pentru că puterea utilă /v? prezintă o dependență 
pătratică de intensitatea curentului, deci o valoarea unică a ei poate fi 
obținută pentru două valori diferite ale lui R. La oprirea tramvaiului, 
intensitatea curentului prin circuit va fi: 


21, 


2 
14 l- Sa 
V max 


Folosind valorile din enunţ, se obţin cele două valori posibile pentru 7 : 

617,64 A şi 31,53 A. 

Pentru a alege care din aceste valori se realizează, vom calcula conform 
U tn U i ; 

formulei fv4, =—= = ben , puterea maximă care se poate atinge pentru 


I= 


SIS 


valorile date ale rezistenței circuitului şi tensiunii de alimentare. Se obţine: 
- pentru Z = 617,64 A şi U = 660 V, obţinem puterea maximă aproximativ 
100 kW, 
- pentru / = 31,53 A şi U= 660 V, puterea maximă va fi 5,2 kW. 
Evident, că prima valoarea este cea care corespunde unei situaţii reale, deci 
Tăspunsul problemei este 

I = 617,64 A = 600 A 


67. Separăm mintal un inel îngust din apa care curge, de grosime /. Puterea 
termică dezvoltată în acest inel este dată de legea lui Joule-Lenz: 
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Uè 
R 


unde R este rezistența electrică a stratului de apă, care se poate calie cu 
formula: 


poan 


L 
la pa 
P3 


Având în vedere că în cazul acesta curentul electric circulă perpendicular pe 
stratul subțire de apă, în cazul nostru, 


L=R-R ; S=2mRh 
În timpul cât curge apa prin încălzitor, 7 = ú, „ea va primi căldura: 
v 


U? U'27Rh&J 


Această căldură trebuie să fie suficientă pentru a încălzi stratul de apă cu 
At grade. Pentru aceasta este nevoie de căldura: 


Q = mch = CPapa tt z(R - -R ha 
unde (Ri? —R2)h este volumul de apă ales, iar |, - densitatea 
apei.Egalând ultimele două formule, rezultă relaţia pentru calculul vitezei: 
PÈR =R,) cpu (Rè -R )Ar 


68. a) Dimensiunile cocficienților rezultă din formulele din au 
| P] _ 
sI [alegorie [2] 
[R] [e]= g m] T e 
b) În regim staționar, puterea disipată de conductor prin efect termic este 
egală cu puterea transmisă în mediul exterior: 


Aceasta este o ecuație de gradul al doilea în raport cu 7, temperatura de 
echilibru a conductorului. Soluţia acestei ecuaţii este: 


pd 
meika I£ Meha 
2a U? 
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Rg 


unde am notat U, =,- ——. 
4a 


În funcţie de tensiunea aplicată U, 
ecuaţia are două soluţii (dacă U < 
Uo), o soluţie (dacă U = Up) sau 
nicio soluţie (dacă U > Uo). 
Pentru a clarifica sensul fizic al 
soluţiilor şi a. alege soluția 
necesară, reprezentăm grafic 
dependența puterii disipate de 
temperatura conductorului 
(fig.68R,a). Dreapta 1 reprezintă 
dependența puterii transmise în mediul 
exterior, de temperatura conductorului ( P = 
BI), iar curbele 2, 3, 4 — dependenţa puterii 
dezvoltate ` de conductor în funcţie de 
temperatura conductorului, pentru diferite 
valori ale tensiunii de alimentare U. Curba 2 
corespunde existenţei a două soluţii 4 şi n. 
Se poate observa că soluţia 7 reprezintă 
soluţia stabilă: pentru / < 1 puterea care se 
fig.68R,p ` . dezvoltă în conductor este mai mare decât 
puterea transmisă mediului exterior, de aceea 
conductorul se va încălzi. Pentru / > 1 , situaţia este inversă, de aceea 
conductorul se va răci până la temperatură /1. Rădăcina 1 este instabilă: 
pentru / < tł , conductorul se va răci până la 1 , iar pentru / > / conductorul 
se va încălzi până la infinit, deoarece acum căldura dezvoltată în conductor 
creşte mult mai rapid decât căldura transferată mediului exterior. 
Curba 3 este trasată pentru cazul soluţiei unice, care după cum se vede din 
grafic este instabilă — conductorul se va încălzi. 4 
Curba 4 ilustrează cazul când nu există soluţii. In acest caz nu se atinge 
starea de echilibru, pentru orice temperatură a conductorului, el se va încălzi 
mai repede decât se va răci. 
Astfel, pentru |U < Uo , temperatura care se stabileşte este dată de relaţia 


, dacă temperatura iniţială a conductorului este mai 


l EPE i ; ta A 
mică decât 7, E l+ a . In celelalte cazuri nu există temperatură 
a 0 
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de echilibru — conductorul se încălzeşte în 
continuu. Un grafic ca exemplu al funcţiei (U) 
este prezentat în fig.68R,b. 

c) Dependența intensității curentului de 
tensiune se obține uşor folosind legea lui Ohm 
şi dependența temperaturii de tensiunea 
aplicată: 


I — 
fig.68R,c R Rila nis z) 


Graficul /(U) este arătat pe fig.68R,c. 


69. a) Prima ecuaţie a sistemului cerut este cea din enunţul problemei: 

I = km 
A doua ecuație este legea conservării energiei (scrisă în termeni de puteri): 

UI = P (R+R;)+mgv | 
În acest sistem există două necunoscute, deci pot fi ambele aflate . 
b) Înlocuind prima ecuaţie în a doua se obţine j 
kmU, =k°m (R+ R )+mgv 
de unde se află viteza cu care se ridică greutatea marcată în funcție de 
parametrii sistemului: 
RU k’m(R+R,) 

rm 
c) Masa maximă care poate fi ridicată se obţine din ecuaţia de mai sus, dacă 
se impune. condiţia v20. La limită, când şi rezistenţa reostatului este 
minimă, adică R = 0, se obţine: | 

_ Vo 

max KR, 
d) În cazul acestei probleme, randamentul este raportul dintre puterea utilă 
pentru ridicarea greutății marcate şi puterea consumată de la sursă: 


2 Vai 
Kh d "RU 
înloctind aici, formula vitezei, rezultă 
ant km(R — km(R-R) 


Uo 
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70. a) Tiebule determinat care dintre cele trei conductoare va atinge mai 
repede temperatura de topire. La conectarea lor în serie, intensitatea 
curentului prin fiecare este aceeaşi. Timpul până la atingerea temperaturii 
de topire se calculează cu ajutorul succesiunii de formule evidente: 


amen aey St, + Sa (2) 


unde am notat cu y densitatea de masă a materialelor din care sunt făcuți 
conductorii. Primul factor este acelaşi pentru fiecare conductor. De aceea, 
timpul până la începerea topirii este mai mic pentru acel conductor pentru 
care al doilea factor are valoarea mai mică. Calculând valorile celui de-al 
doilea factor, se obţine: 


t 
(=) =5,6-10% ; (2) =2,15-107 4 (2) = 5,62-10! 
P Ja P Jcu P Jre 


Deci se va topi prima dată conductorul din aluminiu. 

b) În cazul conexiunii în paralel, tensiunea la capetele fiecărui conductor 
este aceeaşi, deci în acest caz timpul până la începerea topirii se calculează 
cu formula: 


Calculând acum parametrul variabil, obţinem: 
(cpr) =43,9 .;- (cpr), =62,3 ;  (cypr,),, = 540 
Deci şi în acest caz se va topi primul conductorul de aluminiu. 
71. Vom nota rezistenţele electrice ale celor două elemente de încălzire cu 


Ri şi Rə iar tensiunea reţelei de alimentare cu U.. Scriem condiţiile de 
echilibru termic pentru toate cele patru situaţii: 


d 
=A 4. A 
W- 
w TÀ 
2 ; 
4/2 
= A(1—1) 
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U(R+R 
Leii 2) =A(t -h ) 
12 
Aici 13 şi 14 sunt temperaturile reşoului atunci când cele două elemente de 


încălzire se leagă în serie, respectiv în paralel. Împărţind primele două 
relaţii, obţinem: 


R h- 160 4 
Împărțind relaţia a doua cu a treia, obţinem: 


R + Ra lo 25 Perm 200 
R, h =h R, 4-20 


de unde /, =109C. 


Analog, găsim temperatura 14 la care ajunge reşoul atunci când legăm 
elementele de încălzire în paralel. Pentru aceasta împărţim relaţia a doua cu 
a patra: 


R LEA 


De aici rezultă /, = 380°C 


72. După închiderea circuitului, ca urmare a transformării energiei electrice 
în căldură, conform legii Joule-Lenz, temperatura f a conductorului începe 
să crească. Dar, aşa cum rezultă din enunţ, pe măsură ce creşte temperatura 
conductorului, se va mări şi căldura transmisă în unitatea de timp, mediului 
exterior. Deci, pentru o Oarecare valoare 7; puterea termică dezvoltată P va 
deveni egală cu puterea termică disipată prin suprafaţa laterală a 
conductorului Puis iar creşterea temperaturii se va opri. Scriem această 
condiţie de echilibru termic dinamic: 
2 

CR alt, —19)S 

R 


unde 7; este temperatura maximă (staţionară) a conductorului. 
Înlocuind în această expresie formula rezistenţei electrice a conductorului 


R= Bu, pe şi a ariei suprafeţei laterale S = 2z7rl (transferul de 


S Tr 
căldură prin baze se neglijează, deoarece r <<? ), obţinem: 
UA U?r 


ui =a(1,—1p)2zrl => tt =t,= (h = 0,0°C) 
p 


2pal? ` 
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unde U este tensiunea aplicată capetelor conductorului. Deoarece volumul 
conductorului nu se modifică, atunci modificarea lungimii conductorului va 
duce la modificarea razei. Aşadar 


V=zrl > r= se 
zi 


Inlocuind aceasta în expresia temperaturii, se obţine: 


unde C este un coeficient constant pentru condiţiile date. Scriind două relaţii 
asemenea, pentru lungimea iniţială şi lungimea finală a conductorului şi 
împărțindu-le una la alta, obţinem 


5 
GE h 2 
h l 


de unde rezultă soluția problemei 

Aenm 

LA = LA 75 z10C 

2 
Micşorarea temperaturii conductorului ca urmare a alungirii sale este 
normală şi poate fi înţeleasă şi calitativ: puterea termică dezvoltată scade ca 
urmare a creşterii rezistenţei electrice şi de asemenea creşte suprafaţa prin 
care se disipă căldura. Se observă că raza conductorului nu intră în expresia 
finală a rezultatului problemei, dar valoarea ei ne permite să considerăm că 
distribuţia curentului în conductor este omogenă şi să neglijăm disiparea 
căldurii prin baze. 


73. Două becuri se pot monta doar în serie sau în paralel. Pentru trei becuri, 

si a ai E există patru variante de conectare 

(fig.73R,a;b,c,d). Schema a), 

evident, nu se potriveşte, pentru că 

dacă tensiunea pe fiecare bec este 

tensiunea nominală de 110 V, 

Sea atunci tensiunea rețelei ar fi 3-110 

= 330 V. De asemenea, fiindcă 

fig.73R becurile sunt de puteri diferite, 

l înseamnă că prin fiecare bec 
trebuie să avem altă întensitate a curentului electric: 
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et a pa dd s Jen 
U U U 


Deci nu se potrivesc nici schemele b) şi d), deoarece în primul caz tensiunea 
pe fiecare bec ar fi 220 V, iar în cazul d) curentul prin două becuri ar fi 
acelaşi. Rămâne doar schema c) în care tensiunea pe becul 1 trebuie să fie 
egală cu tensiunea pe gruparea în paralel a becurior 2 şi 3. Pentru aceasta 
trebuie ca: : 


RR 
rap, 
2 3 


Deci puterea disipată de becul 1 este: 


Deci 

R=P +P, 
Şi aşa şi trebuie să fie! În concluzie, becul de putere 100 W trebuie conectat 
în serie cu gruparea paralel a becurilor.de 40 W şi 60 W. 


74. Din fig.74,a dată în enunţ se vede clar că dependenţa rezistenţei 
electrice a elementului L de intensitatea curentului este o funcţie liniară: 

R= RU)= R(+al) 
unde Ro = 10 Q, iar a= 0,L A% | 
Deci tensiunea pe elementul L este 
<i U=IR=IR(U+al) 0) 
Pe baza acestei formule construim un tabel de date 


A 
e 
Folosind aceste date (sau un alt set de date, la alegere) se reprezintă grafic I 
= f(U) şi se obține caracteristica voltamperică a elementului L (fig.74R). Se 


observă forma de parabolă a caracteristicii, dar cu axa de simetrie paralelă 
cu abscisa. 
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La conectarea în serie a două elemente L, intensitatea curentului care trece 
prin ele este aceeaşi şi deci şi rezistențele lor electrice sunt aceleaşi. Dar 
dacă ele se conectează la reţeaua de 48 V, tensiunea pe fiecare va fi 24 V. 
Intensitatea curentului prin L o vom afla din (1), rezolvând ecuaţia de 
gradul al doilea: 


Era el 


rogi hrst] 
2g Ro 


Pentru U = 24 V, găsim / = 2 A. Deci puterea disipată pe fiecare element L 
este: 


Rezultă: 


P=UI =48W 
Dacă trei elemente sunt conectate ca în fig.74,b, atunci intensitatea 
curentului care trec prin elementele 2 şi 3 este egală cu jumătate din 
intensitatea curentului prin elementul 1. Deci: 


R =R) =R (1+a1) 
R =R, = (> (+2) 


De aceea tensiunea reţelei trebuie să fie 
IR, 1 (27| 
U = IR +— = (1+a1)+= 1+— 
a 2 2 2 
Astfel, pentru aflarea intensității curentului electric avem ecuația de gradul 
al doilea . 


0 PE 0 
4 2s "A 


de unde găsim: 


paks aT AIS 
Sa| 2 V4 IR 


Pentru U = 275 V, rezultă J= 10 A 
şi deci h =) =SA. 


75. Într-un interval mic de timp Af, 
fierbătorul cedează apei căldura 


elementară 50 = J“r(7)Ar, unde r(1) este rezistenţa electrică a porțiunii de 
fierbător aflată în interiorul lichidului, care se modifică în timpul 


fig.74R 
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scufundării, iar / = 7 intensitatea constantă a curentului electric prin 


fierbător. Pentru a afla căldura cedată în timpul întregului proces, (gonit, 
evident, însumate toate căldurile elementare 60 . La această sumare, ez 
poate fi scos factor comun și astfel rămâne de calculat suma termenilor 


r(DAt. 


Să aflăm dependenţa r(7) şi să construim graficul acestei dependențe. 


Pi A d 2h 
Fierbătorul se află complet cufundat în apă un timp f =—. În primul 
v 


r(t) 
t ti 
A == A 


IP | 


fig.75R ` ai 


; A l 
interval de timp 4, = —, fierbătorul nu 
v 


este  cufundat complet, rezistența 
electrică a porțiunii cufundate creşte 
uniform până la max = Al, apoi în 
intervalul de timp to — 24, rezistenţa 
porțiunii cufundate rămâne constantă şi 
„în fine, în ultimul interval de timp îi 


"rezistenţa scade uniform din nou spre . 


zero. Graficul r(:) este reprezentat în . 
fig.R. 


Se vede că suma căutată a termenilor 
r(2)At este reprezentată prin aria figurii 


de sub graficul r(7). Deci căldura totală cedată de fierbător sistemului 


apăt+pahar este 


unde S este aria trapezului din fig.75R : S = 


Variația temperaturii sistemului va fi AT = Fi 


În final, se obţine; 


AT = 


SU? 


TAHE 


(2h-1)Al 
v 


m, 


U2(2h-1) 


CAlv 


76. Pentru a încălzi masa M de apă de la temperatura 6 la 9 = 100°C 
trebuie consumată o energie 0O=Mc(0-8,). Timpul de funcţionare al 


încălzitorului £, se determină din egalitatea Q = Pt, unde P este puterea | 
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încălzitorului. Să determinăm această putere. Ea se exprimă uşor cu ajutorul 
rezistenţei totale a încălzitorului R ': 


2 
je 
R' 
Astfel, problema se reduce la aflarea lui 


R’. 

Să analizăm pentru început poziția 
regulatorului AB pentru asemenea valori 
ale unghiului e, astfel încât 


=: < I9p< ‘si (vezi fig.76R,a). Aici 
a a 


l=atgọp. În această situație regulatorul 
va intersecta tijele paralele ac şi df în 
două puncte b şi e, aşezate simetric faţă 
de punctul O. AB are rezistența nulă, 


să a însemnă că aceste puncte sunt 
ig.76R,a aa A A : 
scurcircuitate între ele, adică au acelaşi - 
La $ potențial. Schema încălzitorului este 
z n : echivalentă de aceea, cu schema electrică 
+e x . reprezentată pe fig. 76R,b. Prin x este 
= = notată rezistența porțiunilor be şi de, iar 
fig.76R,b prin R — x rezistența electrică a 
porțiunilor ab şi ef (deoarece rezistența 
E electrică a întregii tije este R). Acum este uşor să 
calculăm rezistenţa totală a încălzitorului: 
c 
tei So- Pe Aa AT 
R-x+x R 
R E y í 
Să aflăm acum rezistența x. Pentru aceasta 
fig.76R,c introducem rezistenţa unităţii de lungime a tijei 
= 5 . Lungimea porțiunii bc este L — l şi de aici 
obținem 


x=(L-1) =z7(L-atgy) 


Înlocuind în formula pentru R’, rezultă: 


R -22 (L-a ago r-5(L- ae0))-2| -(2) s'o) 
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bile ; 
Se observă că pentru /gp=E—, valoarea lui R’ = 0. Aceasta corespunde 
a 


cazului de scurtcircuitare a sursei de către regulatorul AB (rezistența x 
devine nulă). 


À A Ẹ AN 
Ne vom referi acum la cazul când igp <-—, sau igp >—. In aceste 
a a 


condiţii, regulatorul nu va mai intersecta tijele ac şi df. În acest caz schema 
încălzitorului se va reduce la cea de pe fig.76R,c, de unde se vede imediat 


că m A 
2 


Mai departe vom găsi dependența lui de /gg. Adunând toate formulele 
împreună, obţinem: 


U’t 
Mc(0-0,) ZR 

De aici: i 
, Me(8-0)R' 


(72 
| 
L L | 
Pentru —=—</gp<—, înlocuind 
a a 
toate valorile, se obţine 


1 = 800 ( E g'o) secunde. În 


fig.76R,d 


Astfel obținem graficul din fig.76R,d. 


cazul celălalt, ż = 800 secunde. 


În concluzie, timpul până la începerea fierberii este t=300(1-11g°9 


secunde dacă —2 < tgp <2; în caz contrar, t = 800 secunde. 


77. Conform legii lui Ohm, prin rezistor circulă un curent electric de 

e | U Se” | 

intensitate / Că Vom analiza intervalul de timp ¢, care a trecut de la 

începutul experimentului. În acest timp, conform legii lui Joule-Lenz, pe 
i 2 


A Sh U A i la : 
rezistor se dezvoltă căldura Q, =/ ? R= Pir Tot în acest timp, rezistorul 


se încălzeşte de la temperatura Tọ la temperatura Ti = 7o + at. PEntru 
această încălzire este necesară căldura Q, =mc(7, —7,)=mcat. Deci 
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UE 
căldura disipată în mediul exterior este Q, =Q, -Q, = Snc t, iar 


puterea corespunzătoare este P = E2 „adică 
t 


(2 
= ——— INCO 
R 


78. Dacă la capetele conductorului se aplică tensiunea U, atunci pe el se va 
Ua Us 

Res (1+aA7)/ 
căldură O =1/4AT. Deoarece P = Q, pentru creşterea. temperaturii: 


conductorului se obţine ecuaţia 4 (1+aAT)PBAT = U?. Rezolvând 
această ecuaţie, găsim: 


2 
ara a-a fim RE 
2a Ape | 
Deoarece AT > 0, atunci 
2 
ar- n Aa: -] 
tii AT obţinem P= Py siu Zi iù relaţie pe care o 


meent sub forma 
2aP _ 
+ —— 
Ip 3 ABP 


După ridicarea la pătrat, aflăm cerința problemei: 


dezvolta puterea P=— care se disipă sub formă de 


79. Căldura disipată de conductor într-un timp scurt Ar (legea Joule-Lenz) 
este 


30 =UIAr = Ar 


Deoarece nu există pierderi, toată căldura este folosită pentru încălzirea 
conductorului 
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50 = CA 
Pentru o creştere liniară a temperaturii conductorului în funcţie de timp 
At = BAT , obţinem 
UAR 
R (1+apAr) | 
Având în vedere că Ar=7-—7y şi Tẹ =0, tensiunea aplicată pe conductor 
trebuie să se modifice în timp conform relaţiei: 


Uz BCR, (1+a87) 


80. Fie œ - densitatea cuprului, L — lungimea firului, d — diametrul firului. 
În aceste condiţii, suprafaţa secţiunii transversale, volumul şi masa firului 
sunt: 


CpBAr 


rd? zd? rd? 
S==— , V=SL=—L , m= V = —L 
Fi N 4 Po 4 Po 


Fie c — căldura specifică a cuprului, iar E — energia impulsului laser. Atunci, 
variația de temperatură a firului de cupru va fi: | 
E 4E 
T === ==; 
mc  rcpyLd 
Dacă o este conductivitatea : cuprului (inversul rezistivității), atunci 
rezistenţa electrică a firului este: 


VL gti, 
R==—=— 
oS ord 
iar variația acestei rezistențe datorată încălzirii este 
4La 4E l6a[ 


AR = RoAT = Dad” 


ond? ncpuld  1cpsod* 
Astfel, pentru a mări AR de k ori, trebuie micşorat d de n ori: 
n= fk z1,8 


81. Vom introduce notațiile E" şi 1° - tensiunea electromotoare şi rezistența 
internă a sistemului celor patru baterii. Intensitatea curentului prin 


+ 
4 


elementul de încălzire este 7 = RA Puterea elementului de încălzire este 
; hr 7 
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sp aa ERE ES sa „mei 
PERUS z. Din ecuaţia bilanţului termic P=a(7—4) găsim 
(R+r') 
(£) R 
1=4+ 


2 

a(R+r ) 

Apa se va încălzi până la temperatura maximă, dacă intensitatea curentului 
prin elementul de încălzire este maximă. Vom calcula / pentru toate valorile 
posibile ale lui £* şir’. Vom nota gruparea în serie a bateriilor cu 
paranteze rotunde şi gruparea în paralel cu paranteze pătrate. Astfel, pentru 
două baterii cu E, rı şi E, ra avem în cazul grupării lor în serie 
Boa =E tEn > | Mu =+}, iar în cazul grupării paralel 


Ea] == Bn tyi [1 2] — lir . Astfel; 
h tr, i ial 
> _ 4E _4E = 
Rp =4E ap 047 e a STOA 
3E 
3 3E x, D 6E 
Eou e T s—2 = 2 0,3864 
[6) > [(3)1 (B) 
] 2 [6)1] fi ] R+} 7R 
P > 3 = E. DA 
Eiaa) =2E > N aa * 7 Kee = EA = 0,45 A 
aa 
AE B; Z, a E 
Elou i 73 Kiwa) b hio. 1) 7 F ER 0,394 A 
R+= 
6E 
ELA Z E ra 
Era] PESE iaa * Ji Toyan B De TR * 0,386 A 
R Aa 
5 
som SE. »6E 


= 3E 


E r = = = ——— = — z 0.386 A 
([2),(2) > “([2].(2) 2].(2) > 
) (22) la) = Te 
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TE 
= r 7E | 5 We b E a 1E ; 
Erqa] = = > Hte). zi F lta 1), i mE = SR ai 0, 394 A 
5 
= E 
Eiaa z2, hiag 7! Ida E juzi ai = = 0,454 
z, Mri 6E 
Eo aE S ER 0,386 A 
3 
r E 4E 
E = E na = I La a LE = 0036 A 
[4] > [4] > tia] , 
i n Sk 


Intensitatea cea mai mare a curentului prin elementul de încălzire se obține 
în două cazuri: atunci când avem a grupare paralel a câte două baterii legate 
în serie sau gruparea serie a două grupări de câte două baterii legate în 
paralel. În ambele cazuri 


3 RR Rae 
ma bagi + 2 mat 3 ty k ETT C. 
+! a a(R+ ry 


82. Să considerăm că prin circuit circulă curentul electric de intensitate /. 
Atunci, după legea lui Ohm, E-U, =/R, unde Uz este tensiunea pe 
elementul Z. Din caracteristica voltamperică a elementului neliniar Z, 
rezultă că sunt posibile două cazuri. 

D Del. În acest caz, elementul Z se comportă ca un rezistor cu rezistenţa 


Ra = Sa , iar intensitatea Shui din circuit este / = E „Puterea R 


o + Hz 
disipată pe elementul Z: P = P([)=1U, =] (E-IR) va fi maximă pentru 


p Ă „0 AR 4 . 
Paa adică R, =R, sau ===. Deoarece / <, atunci 
2R i Ry R 


E „O, 2 
zi pi sau Æ <2U,. Valoarea maximă a puterii este P = P(n) = Ea 


max 


2) [ = Io. Acest caz se realizează pentru E > 2U,. Tensiunea pe elementul 
neliniar Z este U, =[E-—1,R. Puterea disipată pe elementul Z va fi: 


P= (£-1R) şi va fi maximă pentru / = = 
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E? 

Valoarea puterii maxime va fi Pix =—. 

4R 
83. Rezolvarea acestei probleme se poate simplifica mult, dacă vom 
transforma schema inițială, în cea 
dată pe fig.83R,a. Porțiunea de 
circuit delimitată de linia punctată 
poate fi înlocuită cu un generator 
echivalent de tensiune 
electromotoare E şi rezistență 
internă z. Dacă nu conectăm nimic 
între bornele A şi B, atunci 
tensiunea electrică între aceste 
fig.83R,a puncte va fi aceeaşi ca şi în schema 


C — gătit mă de-a 7 


Pa U f U 
inițială, U = icre adică £ = = . Să aflăm acum z. 


Scurtcircuităm bornele A şi B din schema inițială şi 
calculăm intensitatea curentului prin latura AB 
(fig.83R,b): 


de unde rezultă că 


fig.83R,b z = Sr 
Acum este foarte uşor să se afle sarcina electrică ce 
trece prin rezistorul R (fig.83R,c): 


_cu, z R 
Laa 
ŞI căldura disipată E c 
Se a cui 
SR O RNE 2 Ri 8  fig-83R,c 


84. Tensiunea sursei creşte foarte lent, atât de lent încât curenţii prin 
rezistori vor fi foarte mici; de asemenea, vor fi foarte mici şi tensiunile de la 
bornele fiecărui rezistor. Cu alte cuvinte, tensiunile pe condensatoare ajung 
să se egaleze (timpul caracteristic pentru redistribuirea sarcinilor într-un 
Circuit care constă dintr-un rezistor de rezistenţă electrică R şi un 
condensator de capacitate C, este aproximativ de câteva ori mai mare decât 
produsul RC = 10° -107 s = 0,01 s), iar intensitatea curentului prin rezistorul 


222 | Curentul continuu - soluţii 


de rezistenţă R va fi aceeaşi ca şi cum ambii rezistori ar fi scurtcircuitaţi 
(adică, pentru calculul intensităţilor curenților prin circuit, rezistenţele lor se 
pot considera egale cu zero). Sarcinile de pe condensatoare cresc liniar în 
timp; deci, curenţii electrici sunt constanţi. Curentul prin sursă, deci şi prin 
rezistorul R, se poate calcula astfel: | 


PS ES e Ea i Aa = HA 
7 3600 | ul 


Se vede uşor că în timpul redistribuirii sarcinilor de pe condensatoarele C şi 
3C, curentul prin rezistorul cu rezistenţa electrică 3R este pe jumătate din 
curentul / (curentul de la sursă se împarte între aceste condensatoare în 
raportul 1:3 — condensatoarele fiind legate în paralel, deoarece rezistorii 
sunt scurtcircuitaţi, iar curentul prin condensatorul C „de jos”, este la fel ca 
şi curentul prin celălalt condensator C, „de sus”). Acum se poate calcula 
căldura care se degajă pe rezistorul de rezistenţă electrică R: 


0 
OELE => uJ 


Puterea pe rezistorul 3R reprezintă 0,75 din puterea pe rezistorul cu 


rezistenţa R, de aceea pe el se va degaja căldura: | 


Q, =(0,51) 3Rr= PRE = ud 


85. După închiderea circuitului, condensatoarele se încarcă rapid, iar 

curentul prin rezistor este foarte mic. Într-adevăr, curenţii de încărcare sunt 

la început determinaţi de rezistenţa internă a bateriei: „timpul caracteristic 

de încărcare” este egal cu produsul dintre capacitatea totală, care poate fi 

luată, de exemplu, egală cu C şi rezistenţa r, rezultă 

v rC = 10 s, ceea ce este mult mai mic decât 0,1 s dat 

în enunţ. Pe de altă parte, RC = 10 s, ceea ce este 

mult mai mare decât 0,1 s. Vom face un calcul 

folosind metoda potenţialelor nodurilor, notate ca în 

fig.8SR. Atunci, pentru un curent mic prin baterie şi 

rezistenţă internă mică, V = 10 V, iar sarcina celor 

două armături conectate la nodul cu potenţialul u va 
fi q (sarcina ce trece prin R): 

C(v-u)+Cu=q 


Sarcina totală a armăturilor conectate la nodul cu potenţialul v este tot 
timpul nulă: | 


v=0 


fig.85R 


Cv+C(v-u)+C(v-V)=0 
Din cele două ecuații obținem: 
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Pentru q = 0 (în timpul 0,1 s sarcina g, practic încă n-a „trecut” prin R), 
th) = zi =2V . Deci: 

5 
4 ZU 10-2 


oN 
Pentru q = 0 sarcina totală pe cele două condensatoare de jos este 


I= —— =80 uA 


; 3V „d : 3 . 
Cunt) Cc. După trecerea sarcinii q, sarcina totală devine 


C(u+v)= (Z 1) 
SLIC 
Deci s 


Aq = C(u+v)-C(u tv )=C- 2 =0,8q 


Este clar că prin baterie a trecut exact ră sarcină. Ea este mai mică 
decât q — condensatorul de deasupra s-a descărcat puţin, o parte din sarcina 
lui a trecut prin baterie „înapoi”. Deci curentul prin baterie este 

I, =0,81, =64 4A 
Pentru a calcula căldura care se degajă pe rezistor, vom exprima diferența 
de potențial de la bornele rezistorului în funcție de sarcina care trece prin el: 


aa E E ErP. 
5 5C C 


După un timp îndelungat. diferența de potențial se anulează şi de aici 
0 sv- - Oaz s 
Astfel, căldura disipată pe rezistor este: 
al 4 ACN. “SCV? 


86. Vom afla potențialul V, în funcţie de sarcina q care a trecut prin 
rezistorul „orizontal” (fig.86R,a). 


CH +C(W -U)=-4 
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de unde 
pomy 
i Aia Ge 
U U Acum vom afla potenţialul V3 al 


punctului unde sunt conectaţi toţi 
rezistorii, în acelaşi- moment 


V R (iga6Rb) NG 
v 
k F S ati IP = Uh 


0,5R R R 0,5R 
| r a de unde l : 
fig.86R,a fig.86R,b A a E i 
A d 
Diferența de potențial dintre cele două puncte este: 
AV =W-V, sor MYER Ee 
4 4 8 8C 


Pentru ca această diferenţă de potenţial să 
ajungă la zero, prin rezistorul „orizontal” 
trebuie să treacă sarcina 


q= Da = 2-10 C 
Din graficul AV = f (q), (fig.86R,c) găsim 


uşor (aria de sub grafic) căldura disipată de 
rezistor: 


2 
QE v BP e AIRAA S 5-10% J 
28 3 48 
87. Imediat după deconectarea sursei, tensiunile la bornele condensatoarelor 
sunt: 100 V pe condensatorul de capacitate electrică 2C = 2 uF şi 200 V pe 
condensatorul cu capacitatea electrică C = 1 pF. În aceste condiții, în 
momentul conectării rezistorilor, prin ei vor circula curenții de intensitate 


300 V ; 1007 


l= EPa) =10 mA şi J, miyi 10 mA. Se observă că condensatorul 


de capacitate 2C se descarcă prin curentul de intensitate Î, +1 = 20:mA, 
sarcina electrică a acestui condensator scade de două ori mai repede decât a 
celuilalt, iar tensiunile pe cele două condensatoare variază la fel. 

Sarcinile care trec prin rezistori, se pot afla, analizând sarcinile iniţiale şi 
finale ale condensatoarelor. În final, ambele condensatoare se vor decărca 
complet. În aceste condiţii, sarcina care trece prin rezistorul de 30 kQ este 
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egală cu sarcina iniţială de pe armătura superioară a condensatorului 


superior (vezi fig. din enunţ), adică =2-10*C. Sarcina totală a 


armăturilor iniţial izolate a fost nulă, iar în final tot nulă ajunge. Aceasta 
înseamnă că prin rezistorul cu rezistenţa de 10 kQ a trecut o sarcină totală 
nulă, adică la început curentul prin acest rezistor avea un sens, apoi sens 
contrar. 
Energia totală a sistemului, imediat după deconectarea sursei, este: 
a sati = a (20 
20 2:26 40 Ali r3 

Aceasta este şi căldura care se disipă în total pe ambii rezistori. Noi trebuie 
însă, să calculăm fracțiunea din această căldură, care se degajă pe rezistorul 
de 10 kQ. Cerinţa nu este chiar aşa de simplă cum pare la prima vedere. 
Dacă curenţii prin rezistori ar rămâne egali (aşa cum sunt la început) până la 
descărcarea completă a condensatoarelor, atunci, raportul căldurilor disipate 
ar fi fost 1:3, adică pe rezistorul de 10 KQ, s-ar fi disipat o căldură egală cu 
o pătrime din căldura totală. Dar nu este aşa! Egalitatea celor doi curenţi 
dispare imediat ce tensiunea pe ambele condensatoare variază cu aceeaşi 
valoare. Vom face mai departe o aproximaţie. Dacă variațiile tensiunilor 
sunt egale, înseamnă că după o scădere a tensiunii cu 100 V, curentul prin 
rezistorul de 10 kQ devine zero, iar toată energia rămasă revine rezistorului 
de 30 kQ. (Lucrurile însă nu stau chiar aşa, pentru că în continuare 
condensatorul C continuă să se descarce şi curentul de descărcare va circula 
ŞI prin rezistorul de 10 kQ, dar acum în sens contrar, aşa cum s-a afirmat şi 
` mai sus). Ne limităm însă la această aproximaţie. Considerând că până în 
acest moment curenţii erau egali, obţinem următoarele: 
- energia rămasă în momentul în care condensatorul de 2 F este complet 

r72 -6 4 Í 
decărcat: Ci PR A =5mJ] 

2 Z 
- energia disipată până în acest moment: 30 mJ — 5 mJ = 25 mJ , din care: 


2 
) 23 10 J 


- pe rezistorul de 10 KQ, W =1-25 mJ =6,33 mJ 


- pe rezistorul de 30 KQ, W, = 2-25mJ =18,99mJ 


- pe rezistorul de 30 KQ în total, W — WV, = 23,67 mJ 


Pentru cititorii care posedă abilităţi de calcul diferenţial şi integral, sugerăm 
rezolvarea riguroasă a acestei chestiuni. Vor obţine rezultatele (rotunjite): 4 
mJ pe rezistorul de 10 KQ şi 26 mJ pe celălalt. Se vede că există o diferenţă 
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destul de mare între rezultate, deci aproximaţia folosită de noi este destul de 
grosieră. 


88. a) Să considerăm că în regim staționar, tensiunea pe condensator este U, 
aceasta fiind şi valoarea ei medie. Dacă întrerupătorul este deschis, 


A z R ; ETUA: a 
condensatorul se încarcă, curentul de încărcare fiind /, a , iar dacă 
întrerupătorul este închis, el se descarcă, curentul de descărcare fiind 

Up ] 3 $ 
l= 2,54 In regim staționar, sarcina cu care se încarcă condensatorul este 


egală cu sarcina cu care se descarcă, adică 


E~U U 
27=—r 
3R 2R 
de unde 
4 


=-—E 
b) Prin rezistorul cu rezistenţa 2R, în timpul 2rcirculă curentul 
ÎI, = Ga d. „ iar în timpul 7, curentul I, Aia AU Deci puterea 
3R 7R ZR R 


termică medie este 


R -2R:2r+13 -2R 4 E 
Spa 49 R 


pe 


89. a) Din legea a Il-a a lui Kirchhoff pentru rețele de condensatoare, 
aplicată ochiului din dreapta, rezultă: 


4E-E=24 2 
e o 
9 
==CE 
a 
PA. 
pb, 422E 
A B C 4 


b) Pentru ca să nu avem de-a face şi cu curentul prin alt rezistor, scriem 
legea a Il-a a lui Kirchhoff pentru ochiul din stânga (imediat ‘după, 
închiderea întrerupătorului, sarcinile de pe condensatoare nu apucă să se 
modifice): l 


4E-3E=2E+IR 
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de unde 


pe (sensul este de jos în sus) 
4R 


90. Energia acumulată în condensator este W = a unde q este sarcina de 


pe  armăturile condensatorului, iar C este capacitatea electrică a 
condensatorului. 
Diferenţiind expresia energiei în funcţie de timp, obţinem: 
CĂ = P=Ul 
dt 
Scriem legea a Il-a a lui Kirchhoff pentru ochiul ABCD (fig.90R) notând cu 
I intensitatea curentului prin rezistorul r: 


Ir+U=E 
de unde 
pd E-U 
7 
Pentru ochiul ABEF, rezultă: 
U= (7 — Ie ) R 


unde am luat în considerare că intensitatea curentului 
prin rezistorul R este /, = 1-1. Din relaţiile de mai 


fig.90R 


sus, se obţine: 
I _ dq _ ER-U(R+r) 
Car Rr 
Căutăm maximul expresiei U pă =U E -U7 EA 
dt Po a 
Aceasta este o funcţie de gradul al doilea în U, care atinge maximul pentru 
R 


U = —— E: 
2(R+r) 
Această tensiune va fi şi pe condensator în momentul în care se deschide 


întrerupătorul. Astfel, căldura care se degajă în circuit după deschiderea 
întrerupătorului va fi: 
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91. Capacitatea - primelor n condensatoare 


C, =C 42C +... +nC = 2n(n+ 1)C . Capacitatea celor N — n condensatoare 


rămase este Cy-n = (+ DC +(n+2)C +...+ NC = SNo +1)—n(n+ DIC. 


Notăm cu 1! intensitatea curentului prin condensatorul C, , 4, — intensitatea 

curentului prin condensatorul Cyn , din legea I a lui Kirchhoff (fig.91R), 

l = 1"+1, Şi egalitatea tensiunilor pe porțiunile de circuit legate în paralel 
le, Pal 


Io i =—— , aflăm intensitatea curentului care 
o n E C 
— m =j k N 


că Lp ile c„„ trece prin latura „n”: 
| | IRET, (- n(n+1) ) | 


fig.91R N(N+1) 


92. Deoarece tubul şi rezistorul sunt legate în circuit în serie, suma 
tensiunile de la bornele tubului Şi rezistorului este egală cu tensiunea de 
alimentare: , | 
U, =U+IR 

În afară de asta, intensitatea curentului este aceeaşi prin toate elementele 
circuitului, de aceea şi prin rezistor vom avea un curent de intensitate 
I= BU?. Astfel se obține, o ecuaţie din care se poate afla tensiunea la 
bornele tubului de descărcare: 


U, =U + BRU? 


-1+ [1+48RU, 
2BR 
Soluția negativă nu are sens fizic, deoarece un tub de descărcare nu poate 
servi ca sursă de tensiune. În final, intensitatea curentului prin circuit este: 


3 (JI+42RU, -1) 


4BR 


de unde rezultă soluţiile 


I=pBU 


93. Folosim legea lui Ohm sub formă locală şi exprimăm densitatea de 
curent în apropierea suprafeţei sferei: 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 229 


unde E = pi este intensitatea câmpului electric la suprafaţa sferei, q - 


sarcina sferei şi R — raza sferei. Intensitatea curentului care circulă dinspre 
suprafaţa sferei este 


I = js arii ER 
pP 4regR ETA 


Intensitatea curentului reprezintă viteza de variație a sarcinii sferei, a 7 

A 
După cum se vede din formula de mai sus, intensitatea curentului nu rămâne 
constantă, ci depinde de sarcina de pe sferă. Însă pentru a face o evaluare, 
presupunum că / este constant şi scriem l 


— fo 
= 
EP 
unde qọ este sarcina inițială de pe sferă. In aceste condiţii, timpul în care 
sfera se descarcă se evaluează cu formula: 


i a 

0 

Ca o observaţie, putem aminti că această evaluare a fost făcută pentru prima 
dată de J.C.Maxwell şi se numeşte „timpul de relaxare Maxwell”. Se poate 
arăta riguros că în acest timp sarcina de pe sferă scade de e ori, unde e = 
2,71828..., adică baza logaritmului natural. 


94. Aşa cum se vede din schema circuitului, până la închiderea 
întrerupătorului, potenţialele tuturor sferelor faţă de infinit sau faţă de borna 
pozitivă, legată la pământ a sursei, sunt toate egale cu: 

Pi =, SV sasa si, 
Având în vedere formula capacităţii electrice a unei sfere izolate, 
C=476R (putem considera fiecare sferă izolată, conform condiţiilor 


problemei), pentru sarcina totală de pe sistem se obţine: 
Val Nl 


N+l 
0= 30 =} (4re,rV,)=4aer SV, =—4re rU, (N +1) 
ial i=l i=l 

i După închiderea circuitului, 
distribuția potențialelor se va 
modifica în conformitate cu legea 
lui Ohm. Într-adevăr, intensitatea 
curentului electric prin circuit este 


fig.94R 
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Deci tensiunea pe fiecare rezistor este 
U 
N 


De aici rezultă că potenţialele sferelor vor creşte cu U,, după parcurgerea a 
câte unui rezistor, adică: 


J 
Uos; spe. A ; a SIE E A ; O 
N N N 


Deci noua sarcină electrică pe sistem va fi 


al Nal - 
=) (4resr V; )= Arer Ya, i—1)=- 47, ra 1+2+...+N)=-—275rUg (N +1 
N “N k 
ntl iz) 


Astfel, sarcina de pe sistem se modifică cu 

AQ = 0'-0 = 278rU (N +1) 
După cum rezultă din ultima formulă, sarcina totală a tuturor sferelor creşte 
(dar scade în valoare absolută), ceea ce se explică uşor dacă se ia în 
considerare că potenţialele tuturor sferelor cu excepția celei de la capătul 
din stânga, după închiderea întrerupătorului, vor creşte. 


95. a) Dacă prin porţiunea de circuit circulă curentul de intensitate /, atunci 
tensiunea pe diodă este 


iar tensiunea pe rezistor 
Ug =IR 
Suma acestor tensiuni este egală cu diferența de potențial de la capetele 
porțiunii de circuit: 
Up tUg =AV 
Deci 
IR+ NT AV =0 


Jk 


adică o ecuație de gradul al doilea în JI , care are numai o singură soluție 


cu sens fizic: 
-1+1 +4kRAV 
J7 = ZIEM HARAV 
2RNE 


Prin urmare: 
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[fir aRRaY | 
| 2RN£ 
b) Diferenţa de potenţial de la bornele rezistorului este: 
2 
AV, =IR= LEPEL | R 
2RNE 


c) Dacă este îndeplinită condiţia KRAV << 1, atunci expresia intensității se 
poate aduce la forma: 


2 
je AAT 5 (AV) 
2RNk 
unde am folosit formula de aproximare (+x) zl+ax ,dacă x<<l. 
În acelaşi timp, AV, devine 
| AV, = RE(AV) (1) 
d) Deoarece hR>>R;, atunci curentul prin rezistorul R, este egal cu 


curentul prin sarcină. De aceea, tensiunea pe rezistorul R, este U, = ZR, iar 
potenţialul punctului B va fi: 

V =U-U =U-—IR, 
Tensiunea pe porțiunea AE este U. Tensiunea pe rezistorul R o vom afla 
folosind relația (1): 


A = RkU? =V y 
De aici potențialul punctului C este: 

V, =0+ AV = RkU? 
Tensiunea între B şi F este U —IR , de aceea tensiunea pe rezistorul R din 
ramura BF este: 

AU pr = RE(U -IR Ý 
iar potențialul punctului D va fi: 

Vp =0+AUpp = Rk(U -IR Ý 
e) Diferența de potențial dintre punctele C şi D: 
U, =V; —V = RkU? -Rk (U -IR Ÿ = 


= 2kRR UI -kRRÌI? = anu [i -2 


232 Curentul continuu - soluţii 


Raportul dintre tensiune şi intensitate este dat de legea lui Ohm, 


I 1 e T A 
— = , de aceea indicaţia voltmetrului este: 
U Rt 


U, =2kRRUI iE 
2(R +R) 


Coeficientul £ este: 


R; 
eani) 


f) Dacă R << R, atunci expresia pentru ë devine 


& = 2kRR, 
adică, într-adevăr nu depinde de rezistenţa de sarcină. 
g) Eroarea relativă de măsurare este: 


KRR? -KRR 
R +R >, 


96. Prin metoda simplă a analizărit pe rând a variantelor, se stabileşte uşor 
că numărul minim de rezistori din interiorul „cutiei negre” este 4 şi sunt 
posibile două variante de conectare a lor. 

a) Varianta „punte ”. Vom analiza, spre exemplu, (fig.96R,a) cazul î în care 
rezistorul suplimentar se conectează între 
bornele 2 şi 4. În aceste condiţii, între bornele 3 


SĂ 


; E A E. 
şi 1, căderea de tensiune este z iar între 


bornele 4 şi 1, evident, este = De aceea, 


între bornele 4 şi 3, tensiunea este 

fig.96R,a 28 5 E 

U =V, Vs == 

Celelalte cazuri de conectare a rezistorului suplimentar se analizează 
analog. 
b) Varianta cu punct comun la mijloc. Vom conecta rezistorul suplimentar 
cu rezistența electrică Rs = R , între bornele 2 şi 4 ca şi în varianta 
precedentă (fig.96R,b). În acest caz, prin rezistorul R şi voltmetrul ideal nu 
circulă curent. De aceea, rezistenţa electrică totală a circuitului rămas este 
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R 2R 3 
Intensitatea curentului care circulă prin R) va fi 
Es 3 : j 4 
— = 2. iar curentul care circulă prin R4 şi R; va fi de 
RSR 
. S. ou on OE E 
fig.96R,b trei ori mai mic: =| — |= —. 
345RJ SR 


Voltmetrul indică tensiunea de la bornele rezistorului R4 a cărui rezistenţă 
electrică este R, adică: 


Celelalte cazuri de conectare a rezistorului suplimentar se analizează 
analog. 


97. Sarcina electrică de pe suprafaţa dirijabilului depinde de timp după 
următoarea lege uşor de stabilit: 
t 
q= q2" 
unde q este sarcina inițială. 
Intensitatea curentului de descărcare este 


ada _n2 
denir 
Conform legii lui Ohm sub forma locală: 
Rg 
Ji 
p 


Dacă înconjurăm mintal dirijabilul cu o suprafață închisă care trece prin 
apropierea dirijabilului, atunci printr-un element AS, al acestei suprafețe 
circulă curentul 

; Ey 


unde E, este intensitatea câmpului electric, perpendiculară pe elementul 
respectiv de suprafaţă. 
Sumând după toate elementele, rezultă: 


l 4 
Da, di gala S: 
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Deoarece Y AI, = / , atunci conform teoremei lui Gauss, > E.AS, = x A 
k i AD 


Eo 
adică 
peiin 
EP 
Egalând cele două expresii pentru /, rezultă 
= w10" Q-m 
ai & ln2 


98. În intervalul de timp cât K; este închis şi K, este deschis, dioda conduce 
curentul electric. Până ce se închide K, bateria £, efecuează un lucru 
mecanic pe baza căruia se încarcă condensatorul C, şi se disipă căldura O.” 
pe rezistorul R; : 

2 . 
Lg V 
2C; 
unde q, reprezintă sarcina electrică ce a trecut prin baterie. 


Condensatorul Cı se încarcă până la tensiunea £}, de aceea qi = CiE.. pa 
aici rezultă: | 


Eq, = 


Deoarece E, > E, , după închiderea întrerupătorului K}, tensiunea pe 
condensatorul C, creşte, de aceea dioda va fi tot timpul închisă (nu conduce 
curentul electric). Prin urmare, prin rezistorul R, nu circulă curent electric şi 
deci căldura totală disipată pe Rı rămâne aceeaşi, adică 


CE? 
Q, =0' a 


Când se vor încheia procesele tranzitorii, prin bateria £z va fi trecut sarcina 
electrică qz şi lucrul mecanic efectuat de această baterie este: 


2 
qi | (ara) 
2, 2C, 
Condensatoarele se vor încărca până ce tensiunile la bornele lor vor deveni 
U, şi Uz, tensiuni pe care le vom afla din condiţia de staționaritate: 

U, +U, =E, 
qtq = CU, 
q, =CU, 


Jn 


Eq, = +0, 


De aici 
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E+E, 3 E-E _1 


U, = =E ; U,= =E 
` 2 2 2 2 
Inlocuind q1, q2, U, şi U> în expresia lucrului mecanic, obţinem: 
pps 
4 


99. O diodă ideală lasă să circule curent 
electric prin ca fără a manifesta nicio 
rezistenţă electrică, dacă sensul curentul 
este acelaşi cu cel al „săgeţii” din simbolul 
convenţional. Dacă sensul curentului este 
contrar, dioda nu conduce. În primul caz, dioda scurtcircuitează punctele B 
: şi C (vezi fig.O9R,a), iar în al doilea caz, 


flg.99R,a 


2R B R ws a 5 : = 
prezintă între cele două puncte o rezistenţă 
A electrică infinită. Deci, în funcţie de regimul 
a 7 de lucru al diodei, obţinem schema 
R C R echivalentă din fig.99R,b sau fig.99R,c. 
x 3 . 
Curentul electric are sensul convențional de . 
fig.99R,b 


la plus spre minus. Deoarece pe schema 
iniţială, „săgeata” diodei este îndreptată în 


SE OFGIE sus, pentru a se realiza situaţia a doua, când 
A dioda nu conduce (este închisă), tensiunea 
+ =- Ucs între punctele C şi B trebuie să fie 
[ea ==] vă 
pia R, negativă. 


Presupunem pentru început că dioda este 
închisă (fig.99R,c). Notăm cu A şi h 
intensităţile curenților care circulă prin latura de sus, respectiv latura de jos 
a circuitului. Tensiunile la capetele celor două laturi sunt epale, deci 


(R+R)L 

3R 
Faptul că Uc <0 este echivalent cu U, <U c. Exprimăm aceste două 
tensiuni, folosind expresiile pentru / şi L : 


fig.99R,c 


GA (Re Rp) a = 


Înlocuind aceste tensiuni în condiţia U ip <U c» obţinem: 
R 
R, < 3 


Calculul rezistenţei echivalente a celor două scheme din fig.99R,b şi c este 
elementar, deci sintetizând rezultatele, avem: 


236 
- dacă R, a 3 
cai y 2 


- dacă R> ; 
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E 


_3R(R+R,) 
~ AR+R, 


pe 
3 RER 


tot 


Ro = a 


100. Vom numerota diodele aşa cum se vede pe fig.100R,a şi analizăm 


fig.100R,c 


Ug(V) 


I(A) 


flg.100R,d 


prima dată cazul când curentul 
electric are sensul de la A spre B. 
Aceasta corespunde la porţiunea de 
grafic /<0. În acest caz, toate 
diodele cu număr par se vor 
comporta ca rezistenţe infinite, deci 
prin ele nu va circula curent 
electric, iar toate diodele cu număr 
impar vor avea rezistenţă nulă. 
Pentru această situaţie, schema 
echivalentă este dată pe fig.100R,b 
În cazul />0, când curentul 
circulă de la B spre A, toate diodele 
cu număr impar vor avea rezistenţă 
infinită, iar cele cu număr par, 
rezistenţă nulă. Schema echivalentă 
a circuitului este în acest caz 
desenată pe fig. 100R,c. 
Se observă uşor că schema pentru cazul 
I > 0 se obţine din schema pentru cazul 
I <0 prin adăugarea unei rezistenţe R, 
în serie cu celelalte. Dacă vom nota 
rezistenţa echivalentă a schemei pentru 
cazul I<0cu R., atunci rezistenţa 
echivalentă a schemei pentru cazul 
l >0este egală cu R,=R.+R. Din 
grafic (fig.100R,d) se pot afla foarte 
uşor R, şi R, ca fiind pantele celor 
două semidrepte şi astfel rezultă: ` 
_60V 40y 
1,54 154 


ms 
~ 
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1. Noua poziţie de echilibru a tijei (în prezenţa câmpului magnetic), este 
dată de unghiul a. Forţa electromagnetică, greutatea şi tensiunea din fire 
trebuie să se echilibreze, deci conform figurii, avem: 


JO i A 
iga =—=— 
mg mg 


Putem considera că sistemul se află într-un 
„câmp gravitațional echivalent? , cu o 


„acceleraţie gravitațională echivalentă” £" dată 


| | 7 de relația 

B | = (ma) + pr? Bil 2 

NI mg 
mg mg” Atunci, perioada oscilaţiilor se află, prin 
fig.1R analogie, cu relaţia 
IT =27 a 5 
gE 
adică 


1 
23 
rza f (27) 
g mg 


2. Să vedem mai amănunțit ce fenomene au loc. În timpul mişcării unui 
conductor prin câmp. magnetic, asupra sarcinilor libere din interiorul 
conductorului acționează forța Lorentz, care obligă sarcinile să se mişte 
perpendicular pe vectorul inducţie magnetică a câmpului magnetic Ë şi pe 
vectorul viteză al conductorului V. Existenţa acestei forțe duce în final la 
apariţia unor sarcini electrice de semn contrar pe cele două feţe ale 
conductorului. Mişcarea sarcinilor prin conductor şi continua lor acumulare 
pe cele două feţe va continua până când forța datorată câmpului electric 
creat de sarcinile induse va egala valoarea forţei Lorentz. La metale, această 


egalizare se produce foarte repede (= 105). De aceea se poate considera 
că densitatea superficială de sarcină indusă o corespunde în orice moment 


vitezei v a conductorului (chiar dacă această viteză se modifică mereu). 
Forţa Lorentz este 
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F, = evB 
iar forța câmpului electric 
Fassia 
Eo 
De aceea 
O = & BV 
Deoarece viteza conductorului se modifică, densitatea superficială de 


sarcină se modifică corespunzător şi ea. Această variație se datorează 
curentului electric prin conductor 


abs Sti esa 
Ar AI Ar 


unde S =R? este suprafaţa discului, iar a acceleraţia lui. 
Existenţa curentului /. face ca asupra discului să acţioneze forţa 
electromagnetică 

F = IBd = Ss,dB’a 


În aceste condiții, ecuația principiului fundamental al mecanicii aplicată 
mişcării discului este: | 

ma = —kx— SeydB?a 
de unde 

k 
a = —-— x 
j m+ Sde,B” 
„ceea ce caracterizează o mişcare oscilatorie armonică de frecvență 
1 k 


v =— |- 
2r \| m+ Sde,B? 


3. Vom face mai multe aproximaţii. In primul rând vom presupune valabilă 
formula pentru inducția câmpului magnetic în interiorul unei bobine foarte 
lungi, apoi vom considera acest câmp omogen în tot volumul bobinei, 
inclusiv în pereţii ei. In aceste condiții, putem scrie: 
_ HNI _ mol 
D= =: — 
l d 
Pentru a elimina însă „autoacțiunea” în calculul forței care acţionează 


asupra unei porţiuni de spiră, trebuie să luăm valoarea inducției magnetice 
pe jumătate: 
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Alegem mintal o porţiune de spiră care se vede din centru sub un unghi mic 

a. Forţa electromagnetică ce acţionează asupra acestei porţiuni este 

i LaL 
d 


Fu =1B'Al = —-— Ra 


Ea este A am de forțele de tensiune 
mecanică (fig.3R): 
2 
T sA 
4 


(o — efortul unitar mecanic în spiră). Pe 
baza figurii se scrie condiția de echilibru: 


Tu rd? a 
fig.3R 2 bo Ago — 
i 2 d m. a 2 
Considerând că aici ø este valoarea limită a efortului unitar, rezultă în final: 
ord’ 
l= ——— 
2 4R 


4. Vom analiza forțele exterioare care acționează 
asupra plăcuței cu numărul 4, aflată la distanța x, față 
de axul de rotaţie. În afară de forţa de greutate mg, 
asupra ei acţionează şi forţa electromagnetică J" = 
BII. Condiţia de echilibru a ramei se reduce la 
egalitatea momentelor totale ale forțelor de greutate 
Şi electromagnetică: 


Yu ms, sina = d „BIX, cos æ 
k k 


Deoarece plăcuțele sunt identice şi sunt conectate în 
paralel, iar rezistenţa internă a sursei depăşeşte cu 
mult valoarea rezistenţei electrice a plăcuţelor, 
rezultă că intensitatea curentului prin fiecare plăcuţă este: 


BR T 


k 
a 
unde » este numărul total de plăcuțe aşezate în ramă. Din aceste ecuații se 
află uşor: 


EBI 
iga = — 
nrmg 


5. Sarcinile aflate pe suprafața cilindrului în mişcare de rotație, reprezintă 
un curent electric asemănător cu curentul care circulă prin spirele unui 
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solenoid. După cum se ştie, inducția magnetică a câmpului magnetic în 
centrul solenoidului se calculează cu formula 

B = uni 
unde n este numărul de spire pe unitatea de lungime a solenoidului. 
Produsul n/ este sarcina electrică care trece în unitatea de timp prin unitatea 
de lungime a generatoarei cilindrului (densitatea superficială de curent). 
Pentru un cilindru rotitor (N = 1, ca şi cum am avea o singură spiră lată), 
această mărime este 

Cv=00r 

De aceea, inducția magnetică a câmpului magnetic în interiorul solenoidului 
este: 


B = HoH,Oro 


6. a) Vom analiza procesul de apariție a câmpului magnetic în timpul 
rotației cilindrilor. 
Inducția magnetică a câmpului magnetic omogen din interiorul unui 
solenoid suficient de lung, cu o înfăşurare unistrat, având densitatea spirelor 
n=N/l, parcurs de un curent electric de intensitate 7 se poate afla cu 
formula: 

B = pnl l 
Subliniem că în exteriorul solenoidului infinit nu există câmp magnetic. În 
caz real, câmpul magnetic iese prin capetele solenoidului (zona aşa 
numitelor efecte de margine), deci există câmp magnetic şi în exteriorul 
solenoidului. Deoarece cilindrii, conform enunţului, sunt suficient de lungi, 
neglijăm efectele de margine. 
În cazul nostru, prin cilindri, curent electric, în sensul propiu zis, nu există. 
În locul lui poate fi considerat curent electric mişcarea ordonată a sarcinii 
statice de pe pereţii cilindrilor, în timpul rotației lor. Într-o rotaţie completă 
sarcina q=o027Rl de pe cilindru va traversa o secţiune transversală 


oarecare a suprafeţei cilindrice laterale de lungime /. Deci, intensitatea 
curentului care „circulă? pe suprafaţa cilindrului de rază R în timpul rotirii 
acestuia cu viteza unghiulară ø este: 


I == = —— =ooRl 


Prin urmare, inducția magnetică a cîmpului magnetic omogen din interiorul 
cilindrului va fi: 


B = 4ooR 
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Orientarea vectorului B se află cu ajutorul regulii burghiului. Sensul 
curentului electric (pentru o pozitiv) trebui înlocuit cu sensul de rotaţie al 
cilindrului. 
Astfel, în timpul rotirii cilindrilor în acelaşi sens, dependenţa B(r) cerută 
este: 
M(GaR+0-aR) pentru r<R 
B(r) =4 10:0, R pentru R <r<R 
0 penru r >R; 
În cazul rotației cilindrilor în sensuri contrare, semnul la una dintre 
inducțiile câmpului magnetic trebui schimbat. 
b) Pentru calculul presiunii exercitate de câmpul magnetic al unui cilindru 
rotitor asupra suprafeței sale laterale, trebuie considerat că asupra unui 
element al suprafeței laterale AS,, parcurs de curent electric, nu poate 
acţiona câmpul magnetic creat de clementul însuşi. Din principiul 
superpoziţiei câmpurilor magnetice rezultă că (vezi şi rezolvarea problemei 
15 din acest capitol) pentru calcularea presiunii trebuie luată în calcul 
inducția magnetică creată de elementul ¿ al cilindrului, egală cu jumătate din 
valoarea standard: 
ps LT, OR, 
2 | 
Pentru un cilindru izolat, forţa electromagnetică ce acţionează asupra 
elementului analizat AS, = AJ, x A, , este perpendiculară pe suprafaţa sa: 


oa RAAI, 


F=1,B'A, =ooRAI, BA, = 4 = 
unde am avut în vedere că: 
Is =iA, = ooRAI, 


Această forţă determină presiunea: 


AS, 2 
În cazul nostru, cilindrul exterior de rază R va „suporta” presiunea numai 
din partea câmpului „interior”: 
oio R? 
P2 Pa IE 
Cilindrul interior, de rază R,, va „suporta” presiunea 
TAR, 
Pi =maaRr| 7 +0,0, R, 
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In cazul rotirii cilindrilor în sensuri contrare, în formulele de mai sus trebuie 
„folosit semnul „minus”. 


7. Ca urmare a inducției electrostatice pe fiecare suprafaţă a cilindrului vor 
apare sarcini electrice egale ca mărime şi de semn contrar. Sarcina pe 
suprafaţa cilindrului este qL. Rotirea unei asemenea sarcini electrice cu 
viteza unghiulară œ este echivalentă cu un curent electric circular, de 
intensitate: 


Circulaţia unui curent electric pe suprafaţa cilindrului este echivalentă cu 
circulaţia unui curent identic printr-un solenoid cu o singură spiră. De aceea 
inducția magnetică între suprafeţele exterioară şi interioară ale cilindrului 
este: | 


p = PALO _ Hae y” T 
2mb 27 l 
Inducția magnetică în spațiul gol din interiorul cilindrului este zero, 
deoarece curenții prin cele două suprafețe ale cilindrului au sensuri contrare. 


8. Presiunea lichidului asupra fundului vasului poate să dispară dacă 
datorită tensiunii aplicate, în lichid va apare un astfel de curent electric care 
interacționând cu câmpul magnetic să ducă la apariția unei forțe 
electromagnetice (fig.8R) care să compenseze, 
forţa de greutate. Este evident că acest curent 
trebuie să circule perpendicular pe fața bxc. 
Exprimăm cele două forțe: 


mg = pabcg 
F =IBa= AIR LE ai 
R p'a p 
Egalând cele două relații, găsim: 
y = 2228 
b 


9, În timpul mişcării reciproce a celor două inele, se va modifica fluxul 
câmpului magnetic creat de un inel, prin celălalt, ceea ce va duce la apariţia 
unei t.e.m. induse şi deci la modificarea curentului prin inel, care la rândul 
său -implică apariţia unui tensiuni autoinduse. Deoarece inelele sunt 
supraconductoare, t.e.m. totală trebuie să fie nulă. Din legea inducției 
electromagnetice: 
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e. m 
dt 


Rezultă că fluxul magnetic total prin fiecare inel trebuie să rămână constant. 
Când inelele se vor afla la distanță foarte mare unul față de celălalt, fluxul 
magnetic printr-un inel va fi creat numai de către curentul electric din acel 
inel. În starea inițială, fluxul a fost creat de un curent de intensitate 2/0, deci, 
după îndepărtarea inelelor, curentul electric din fiecare inel va creşte de 
două ori, adică va deveni 2%. Lucrul mecanic consumat IV, pentru 
îndepărtarea celor două inele se va transforma în energie a câmpului 
magnetic: 


LOLY LOLY 


10. Asupra fiecăreia din cele două sarcini electrice, aflate în mişcare prin 
câmp magnetic, acţionează forţa Lorentz 
F = qBoR (fig.10R,a). Sensurile acestor forţe 


sunt prezentate în fig.1OR,a dar ceea ce este 
esenţial este că au acelaşi sens pe direcţia 
elicei, fiindcă o sarcină este pozitivă, iar 
cealaltă negativă. Proiecţiile acestor forţe pe 
direcţia şinelor, Ox, va produce acceleraţia 
căruciorului. 
Când căruciorul se mişcă, în afară de viteza 
de rotaţie œR a sarcinilor faţă de cărucior, mai 
există şi o mişcare de translație a sarcinilor 
faţă de şine cu viteza v a căruciorului, deci 
mai apar forţe Lorentz suplimentare F'. Aşa 
cum se vede însă din fig.lOR,b ele sunt! 
perpendiculare pe şine şi, mai mult, rezultanta 
lor este zero. l 
Deci, în momentul în care elicea s-a rotit cu 
un unghi œ = că (unghi măsurat față de şine), 

Fy fig.10R,b ecuaţia mişcării este: 

Ma = 2F cos œ 

Aceasta este ecuaţia unei mişcări oscilatorii. De aici rezultă imediat 
expresiile vitezei şi coordonatei căruciorului în funcţie de timp: 


Da ; 
v(t) = ——sin ol 
Mo 
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x(t) EST cos œl 
Se înțelege că inițial, (la 7 = A când a = 0), viteza căruciorului este zero, el 
este accelerat în sensul sarcinii pozitive (pe desenul nostru, spre dreapta). În 
aceste condiţii, la £ = 0, coordonata căruciorului este 
2qBR 

Mo 
Aceasta permite să găsim originea O , adică punctul în jurul căruia au loc 
oscilaţiile. Evident, acest punct se află pe desenul nostru în dreapta poziţiei 
iniţiale a căruciorului — numai atunci, coordonata lui iniţială este negativă. 
În cazul în care la momentul iniţial elicea era perpendiculară pe şine, vom 


măsura unghiul a pornind de la verticală (pe desen!). În acest caz, ecuaţia 
mişcării va deveni: 


zos øl = — 2er 
M 


Yo 


Ma = -2F sin øt 
Insă dependența v(/) nu poate avea gie forma care pare evidentă: 


v(t) = eos wt 
Mo 


- 


y e mi 2E n d 
deoarece la 1 = 0 se obține o viteză inițială vo rA 0, în timp ce în 
w 


enunț se spune că viteza inițială este zero. De aici rezultă că centrul 
oscilaţiilor armonice trebuie să se mişte cu viteza constantă -27 / Mo , 
astfel că | 


DR 
v(i) = -—— + ——cosal 
l Mo Mo 
De aici rezultă şi dependenţa coordonatei de timp: 
x 2F  2qBR 


x(t) =——— + sin o! 
Mo 


w 
Deci, la momentul inițial, centrul 
oscilaţiilor armonice coincide cu 
poziția căruciorului (care este şi 
originea axei Ox), după care aceste 
centru se mişcă cu viteză constantă 
în sensul în care se mişcă în 
momentul inițial sarcina negativă. 
Graficele din fig.1OR,c reprezintă 
fig.10R,c dependența „ coordonatei 
căruciorului de timp, în cele două 

cazuri, pentru anumite valori arbitrare atribuite datelor problemei. 
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11. Să presupunem că rama se deplasează pe distanţa Ax. Intensitatea 
curentului prin ramă se poate afla din relaţia 


de unde 


AP = LAI 
_AP _ Baa Ax 
P L 


unde am ţinut seama că AP = SAB, = a° B Ax 
Forţa totală care acţionează asupra ramei este: 


F = la(B(x+ Ax) B(x+ Ax+a))= 


Ecuația principiului fundamental dă: 


Baa“ 
L 


Ax 


Baa 


mw = —— Ax 


JE 


unde am notat cu w accelerația ramei. 


Baa 


Aceasta este ecuaţia unei mişcări oscilatorii armonice cu a, = EA 
Lm 


Având în vedere şi condițiile inițiale, rezultă că legea mişcării ramei este: 


fig.12R 


AY = Vo —— sin 


JLm Baa! 
VL 


12. Deoarece inelul este încărcat electric, 
asupra fiecărei porţiuni de inel acţionează 
forțe electrice. În timpul rotirii inelului, la 
această forță se adaugă şi forţa Lorentz, 
orientată radial, la fel ca forța 
electrostatică. Conform enunţului 
problemei, trebuie determinat cu cât va 
creşte tensiunea mecanică din inel, de 
aceea interacţiunea electrostatică se poate 
neglija. Să analizăm o porţiune mică din 


Baa” 


inel, care se vede din centrul său sub un unghi mic, 2æ. Forța Lorentz care 
acţionează asupra acestei porțiuni este: 


F, 2 2awRB 
culte i 


(unde Q.2a/2 este sarcina electrică a porțiunii alese, œR — viteza ei). 
Această forță (fig.12R) este echilibrată de tensiunea suplimentară AT, a 
cărei proiecţie pe direcţia radială este ATa. Din condiţia de echilibru: 
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24ATa = O naoRB 
27 
aflăm tensiunea suplimentară cerută: 
AT =L oRB 
27 


Precizăm că în funcţie de orientarea câmpului magnetic, mărimea AT poate 
fi pozitivă sau negativă. | 

13. a) Forţa Lorentz, care acţionează asupra particulelor încărcate aflate în 
mişcare prin câmp magnetic nu poate modifica viteza particulei. Aceasta 
permite imediat să se tragă concluzia că mişcarea este uniformă şi distanța 
parcursă este s = vz , unde v este viteza particulei, iar 7 timpul de mişcare. 

b) Pentru a răspunde la a doua cerinţă să ne amintim că într-un câmp 
magnetic omogen traiectoria particulei sub acţiunea forţei Lorentz este un 
Cerc cu raza 


şi perioada 
27R _ 2mm 


J = ——— 
v OB 
Aceasta înseamnă că inversarea câmpului magnetic se poate face numai 
după un număr întreg de rotații complete (perioade) pentru ca traiectoria să 
rămână închisă (sub formă de 8). Deci 


| 


de unde 
i- 22m 

Br 
Să analizăm calitativ la ce consecinţe poate duce luarea în considerare a 
cîmpului electric turbionar indus. Conform legii inducției electromagnetice, 
câmpul electric turbionar E apare în timpul variaţiei (ca sens) a câmpului 


magnetic, şi vectorul intensitate a câmpului electric E este perpendicular 


pe vectorul inducţie magnetică B, adică se află în planul traiectoriei 
„particulei. Valoarea intensității câmpului electric este | 


dB 


Q= 
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unde C este un coeficient care depinde de coordonatele punctului şi 
geometria câmpului magnetic. Dacă după timpul 7 particula se întoarce în 
punctul iniţial (făcând un număr întreg de rotații complete), atunci acest 
coeficient rămâne constant. Deoarece câmpul magnetic se modifică foarte 
rapid, putem neglija deplasarea particulei în acest timp (cât există şi câmpul 
electric). Atunci, ecuaţia principiului fundamental pentru particulă are 
forma: 


de unde 


Aa 2BC 
m 


Astfel, riguros vorbind, viteza particulei se schimbă şi ca valoare şi ca 
orientare, dar perioada nu depinde deviteză, de aceea condiția de închidere a 
traiectoriei rămâne aceeaşi, iar distanţa parcursă de particulă va depinde de 
geometria câmpului şi locul unde se află particula. 


14. Vom folosi aşa numita teoremă de echivalență a lui Ampere care afirmă - 
echivalenţa dintre câmpul magnetic creat de o spiră 
şi cel al unui magnet permanent cilindric, mic. 
Aşadar, vom calcula inducția câmpului magnetic al 
unei spire circulare de rază a, pe axul ei de 
simetrie, perpendicular pe planul spirei, la distanţă 
mare de spiră (fig. 14R,a) 

Plecând de la legea lui Biot — Savart — Laplace: 


= Idl xF 
whi: 4rr’ 
rezultă: 
dB, = pldlr cosa 
4rr 


Se vede uşor că din cauza simetriei axiale, inducția magnetică totală în 
punctul situat la distanţa z faţă de spiră este suma componentelor dB. , 
componentele orizontale anulându-se reciproc. Deci : 


2 
mrena f dl = a Í J= Huda data e uira 
mr 


IA TI aee. 
K 2a( J7 +a) 


Având în vedere că /za? =IS =M , la distanță mare de spiră se poate lua 
a— 0 şi sc obține 


B.= 
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-d 

ax 

Deci putem presupune că aceasta este inducția 
magnetică creată de un magnet permanent mic, 
cilindric, la distanţa z faţă de el, pe axul său de simetrie. 
Dacă în punctul acela se pune un alt magnet identic, dar 
orientat invers, forța magnetică ce acţionează arapa lui 
este dată de relația 

3 2 2 
F = A (MBcosa)= -Z(M = | 07-30. S, 
Z az 


dz\ 272 


B(z)= 


fig.14R,b C fiind o constantă. 


Mai departe, problema este o problemă de echilibru. 
Conform fig.14R,b , pentru magneții 2 şi 3 (magnetul 1 
stă pe suport), putem scrie: 


C 


- pentru magnetul 3: mg = —y 


Fa 


Yy 
Sata 
- pentru magnetul 2: mg+—=— 
3 Ì y Ix 


Mg = — 
= 7 C 
cet trei magheţi în aer sunt me tEn 
fig.14R,c z } 
mg + Sc 
y’ y 


Am considerat doar interacţiunea magnetică a doi magneți alăturați, din 
cauza faptului că forța este invers proporțională cu distanța la puterea a 
patra, deci scade foarte repede cu îndepărtarea față de magnet. Din relațiile 
de mai sus, se găseşte uşor că: 

z=1,189y 


x= nf = 0,904y 


şi 
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15. a) În timpul rotației discului, asupra electronilor liberi din stratul 
conductor acţionează forţa Lorentz /, =evB, unde e < 0 — sarcina 


electronului, iar v = or este viteza liniară a electronului. Pentru sensurile de 
rotaţie ale discului şi cîmpului magnetic indicate pe fig.15R , forţa Lorentz 
este orientată spre centrul discului. Ca urmare are loc o redistribuire a 
sarcinilor; electronii se vor mişca spre centru, iar pe suprafaţa laterală va 
rămâne o sarcină pozitivă  necompensată. 
Aceasta va duce la apariţia unui câmp electric 
? radial. La un moment dat se atinge echilibrul 
dinamic pentru electroni. Aceasta are loc atunci 
când cele două forţe (electrică şi Lorentz) care 
acţionează asupra electronului, se egalează: 
el: = evB =eorB 
adică 
fig.15R E =corB 
Diferenţa de potenţial dintre centru (r = 0) şi 
suprafaţa laterală (r = ro) este 


AV = [edr = LSB 
d 2 
„Aceasta este tensiunea măsurată de voltmetru: 
U=AV = ZorB = avf B = 62,8 mV 


cu semnul (-) în centrul discului şi (+) pe fața laterală. 

b) Discul va începe să se rotescă datorită forţei electromagnetice de 
interacţiune dintre câmpul magnetic şi curenţii radiali prin stratul subţire de 
nichel. Folosind regula mâinii stângi, tragem concluzia că discul se va roti 
la fel ca în fig.15R, adică în sens invers acelor de ceasornic, dacă ne uităm 
la disc de sus. Accelerarea rotației discului se va opri atunci când 
intensitatea curentului va deveni zero, adică atunci când diferenţa de 
potenţial datorată forţei Lorentz va deveni egală cu t.e.m. a bateriei: 


AV =€ 
sau 
AV naxli B =E 
de unde 
A E 
Vei = 7,2-10* rot / min 
i B 


16. Asupra electronului, în câmpul undei electromagnetice, acționează: 
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a) o forţă constantă din partea câmpului electric ek: , îndreptată de-a lungul 
axei Ox (fip.16R); 

b) din partea câmpului magnetic, forţa 
Lorentz É, perpendiculară pe inducția 
câmpului magnetic, adică paralelă cu 
planul xOz. A 

Dacă se consideră că în momentul inițial 
electronul se afla în originea axelor şi era 
în repaus, atunci traiectoria mişcării sale 
ulterioare va fi în planul xOz. Având în 
vedere că modulul forţei Lorentz este 
F, =eBv, iar direcţia acestei forţe este 
perpendiculară pe viteză, se poate scrie ecuaţia principiului fundamental 
faţă de axele Ox şi Oz, pentru mişcarea electronului: 


le = eE — eBvcosa = eE —eBv, 


Y! ` fig.16R 


ma, = eBvsina = eBv, 


Deoarece în câmpul undei electromagnetice forţa Lorentz este mult mai 
slabă decât forţa electrică, atunci în prima ecuaţie a sistemului de mai sus, 
putem neglija al doilea termen. In aceste condiţii, ecuaţia devine: 


el 
a, =— cos øt 
m 


Soluția acestei ecuații este 


AN 
v_=—sin o! 
mo 
x = — (1-cosøt) 
mo 


Inlocuim soluţia obţinută în a doua ecuație a sistemului inițial şi rezultă: 


2 
e eE, . e.) EB . 
a, =— B, cos øt — sin øt =| — | — sin 20 
m mo mj) 20 


Această ecuaţie are ca soluție expresia: 
2 
e 
v, = EB, (1-cos 2t 
a 5) oBa( ) 
Viteza medie de drift a electronului va fi atunci: 


t)(z5) a 


2mo 
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17. a) In momentul atingerii distanței maxime /, viteza electronului devine 
nulă. Conform legii conservării energiei, putem scrie: 


2 2 
mv my 
te epopee DA 
2el: 


b) Electronul se mişcă sub acţiunea forţei Lorentz şi descrie un cerc de rază 
R. Conform principului fundamental al mecanicii: 


2 
mv nv 
2 =eBy > R=— 
eB 
Deci, în acest caz depărtarea maximă față de placă a electronului este 
my 
h=R= d 
eB 


c) În cazul acțiunii ambelor forțe, cîmpul magnetic va curba traiectoria 
electronului, iar cel electric îl va încetini. 
Orientăm axa Ox (fig. 17R) de-a lungul plăcii, iar 
Oy -— perpendicular. Dacă electronul se 
îndepărtează la distanţa » față de placă, atunci 
conform conservării energiei: 
Die Aa, Pi 
2 2 
Ecuația principiului fundamental al mecanicii 


față de Ox se poate scrie: 


-af = sp 
t At 


Inmulţind această ecuație cu A/ şi însumând membrii (având în vedere şi 
condiţiile iniţiale), rezultă: 


mv, = eby 
Deoarece în momentul îndepărtării maxime faţă de placă v, = 0, din ultima 
ecuaţie rezultă că în acel moment 


m 
Inlocuind această expresie în legea conservării energici, rezultă o ecuaţie de 
gradul al doilea din care aflăm /. Soluţia pozitivă a acestei ecuaţii este 


Soluţia negativă nu se ia pentru că electronul pe „drumul înapoi” nu poate 
trece prin placă. Subliniem că în acest caz traiectoria electronului este un 
arc de epicicloidă. ` | 
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18. Asupra particulei va acţiona din partea câmpului magnetic, forța 
- Lorentz. Ea este perpendiculară pe viteză şi îi modifică doar orientarea. În 
câmp magnetic neomogen însă, componentele vitezei se modifică, ceea ce 
va duce la modificarea razei de curbură a traiectoriei, de aceea traiectoria nu 
va fi un arc de cerc. 


Proiecţia forţei Lorentz pe axa Oy, modifică componenta vitezei faţă de axa 
Oy: 


Pe de altă parte, 
Fiy = qB(x)v, 
Rezultă 
dv, Ba) 
mn— =qB(x)v 
TE Š 
Inmulţind cu dt: 
mdv „ = qB(x)dx 
Deoarece B(x) = ax, rezultă 
dv, =ke = A, = 3 | 
m m 2 


Am obţinut o relaţie de proporţionalitate între două diferenţiale. Deplasarea 
particulei faţă de Ox va fi maximă, când proiecția vitezei ei pe această axă 
devine zero. Atunci, proiecția vitezei pe axa Oy devine egală cu vo. Sumând 
membrii din ultima ecuaţie între aceste două momente (momentul iniţial şi 
momentul atingerii lui x maxim), găsim: 


F Ad Xmax 
dh Pus m 2 
De aici: 
2MVo 
aq 


19. Să considerăm axa Ox orientată de-a lungul liniei care uneşte sarcinile. 
De-a lungul acestei linii acționează forțele coulombiene de atracție, care 
accelerază particulele. Creşterea energiei cinetice a particulelor se face pe 
seama scăderii energiei potențiale de interacțiune electrostatică: 


De unde 
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jë t1) 
í mir R 


Forța Lorentz perpendiculară pe viteză, modifică orientarea vitezei. 
Proiecția accelerației particulelor pe axa Oy se datorează componentei 
corespunzătoare a forţei Lorentz: 


dy pas dv, 
m— =F, => m—>=qBv, 
dt 4 dt 


Înmulțind cu dt, rezultă: l 


d, = lr 

'm 
Deci, între variația proiecției vitezei pe Oy şi variația distanței dintre 
particule, există o relaţie de proporţionalitate directă. Pentru variaţii finite, 
vom considera următoarele. Particulele nu se vor ciocni dacă vor reuşi să 


intre pe traiectorii paralele de-a lungul axei Oy, pentru R - r > 0. Variaţiile 


A a Jei 
finite pentru această condiție sunt: E, =v, Sk = 7 S0. 
Atunci: 

qB 
v=—(R-r 
ml ) 


Având în vedere relaţia pentru v găsită mai sus, rezultă 
PB(R-r) _qk(R-r) 
4m? mRr 


A A 1 . . 
Inlocuind k = — şi ordonînd ecuaţia după r, găsim: 
ATE 


cu soluțiile 


Condiţia ca expresia de sub radical să fie pozitivă dă valoarea inducției 
magnetice astfel încât particulele să nu se ciocnească. În aceste condiţii se 
alege pentru r rădăcina cea mai mare, deoarece după atingerea acestei valori 
apropierea particulelor încetează. Forţele magnetice şi coulombiene care 
acţionează asupra particulelor se compensează. Deci soluţia este: 
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20. O particulă încărcată, care intră sub un unghi æ într-un câmp magnetic, 
va descrie o traiectorie elicoidală. Pasul elicoidei este 


h = vT 
unde v. este proiecția vectorului viteză a particulei pe direcţia liniilor de 
câmp, iar T — perioada de rotația a particulei în câmp magnetic, în planul 
perpendicular pe liniile de câmp. Având în vedere că 
V- = VCosa 


D) 27m 
eB 


T 


rezultă 
_ 2mMV COs a 
eB: 


Condiţia impusă de problemă va fi îndeplinită dacă pe distanţa L se înscriu 
un număr întreg de paşi ai elicoidei, adică L = nh. Deci 


L= (2e), de unde 
eB 


h 


B =n Zrod) PERI: 
eL 


21. Din studiul mişcării elicoidale a protonului prin câmp magnetic, rezultă 
expresiile pentru raza elicoidei şi pasul ei: 


_ mysing 

~ eB 

pei 27nrvcosa 
eB 


R 


De aici: 


Prin ridicare la pătrat şi adunare, obținem: 
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22. Aici avem de-a face cu un câmp magnetic. localizat 
în spațiu, într-o zonă limitată, de aceea traiectoria 
particulei nu va fi un cerc întreg, ci doar un arc de cerc 
(fig.22R). Din ecuaţia principiului fundamental, 


mv 
—=qvB 
R q 
Aflăm viteza particulei: 
; | RB 
yv = Le 
m 
fig.22R Deoarece raza arcului de cerc este R = —, în final 
sin p 
obținem: 
hB 
= 210% m/s 
m sin 


23. Avem de-a face cu o mişcare elicoidală a unei particule încărcate, printr- 
un câmp magnetic localizat în spaţiu. Deoarece componenta impulsului 


electronului, paralelă cu vectorul B nu se modifică, înseamnă că valoarea 
Căutată a variaţiei impulsului este egală cu diferenţa dintre valorile finală şi 


„iniţială ale componentei impulsului, perpendiculară pe vectorul B 
(fig.23R): 


Ap = P, — Bu, unde p; = p, = mvsin o 


t Din geometria triunghiului isoscel rezultă: 
1 . 
Pa i 
-> . . . 
Ek) Ap unde œ este unghiul de rotație a componentei 
-> 
P2 


perpendiculare a impulsului. | | 
Din punct de vedere fizic, este evidentă proporţia 
fig.23R . Q 


"P 2amvcoso 
eB 


electronul face o rotație completă, iar prin înaintarea cu o fracțiune de pas, 
electronul face aceeaşi frcațiune dintr-o rotație completă. De aici rezultă: 


este pasul elicoidei, deoarece prin înaintarea cu un pas, 
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eBL 
& = —— 
mMVvcosg 
Deci, , 
Ap = E EPT A Dali 
2mNcosgp 


24. Pe fig.24R în sistemul de axe 
Oxyz sunt reprezentate direcţiile 
câmpurilor şi forțelor care 
acţionează asupra electronului. 
Electronul se va mişca pe o 
„elicoidă”, dar cu pasul variabil 
(crescător), deoarece de-a lungul 
axei Oz acţionează forţa electrică 
(convenim să numim aici, 
traiectoria electronului, elicoidă cu 
pas variabil). Coordonata intersecţiei traiectoriei particulei cu această axă, 
după n „spire” este: | 


T a(nT) 
nS : 2 


fig.24R 


Z 


aE | b 27mm : 
Unde a = — - este accelerația electronului, iar T ie perioada de 
m i e 


rotaţie a electronului. De aici avem: 
„= CE ( 2zmn * 2m Em 2 
2m\ eB eB? 
25. Din triunghiul isoscel din fig.25R se vede că 


in= = — 


EZR 


d E sia siR i 2 
2 2 


Pe de altă parte 
Vv=O0R 
_ my y 
qB 
Proa en E 


R m m 
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Prin urmare: 
_ 2mv . qBt 


| =— sin — 


26. Viteza cu care intră electronul în zona cu câmp magnetic rezultă din 
teorema variaţiei energiei cinetice pentru electron, în timpul accelerării în 
câmp electric: 


2 
mv _ Lala va 2eU 
2) m 
- Situaţia impusă de problemă este îndeplinită dacă 
RSh 
nia EAP Eas <h 
eB e m 
De aici B? > 2U 
eh 
de unde în final 
BI = 1 2mU xq 2,1:10™% T 
h «e p 


27. Cele două câmpuri trebuie să fie perpendiculare unul pe celălalt, astfel 
încât forța electrică şi forța Lorentz să acționeze asupra electronului în 
sensuri opuse. Dacă cele două forțe vor fi şi egale, electronul nu va simți 
prezenţa celor două câmpuri şi va trece nedeviat. Deci condiţia este: 


qBv=qE > wE 


v 
Dar 
2 
ar la =W Di VS 2W 
2 ) m 
Deci 


Bile 2821077 
la | 


28. Ecuația principiului fundamental pentru particulă este: 
qix B+ qE + mg =0 
Sau 


qv „Bk —qv,Bi + q[ii —mgk =0 
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(qE-qv,B)Ï +(qv,B-mg)k =0 
unde 7, J ,ķ sunt versorii celor trei axe Ox, Oy şi Oz, respectiv. Mai 
departe, identificînd coeficienţii versorilor cu zero, se obţine: 


mg E 
$ = $ a = — 
qB B 
Din condiția referitoare la energie, rezultă 
E ma em W 
Ec sta F ca Gr JE r — a © v ja va jien 


Viteza este minimă cînd v, este zero (câmpul gravitațional, singurul care a 
rămas, frânează particula), adică 
al Daa 
Vmin = Vk +V, 
Inlocuind în relația care rezultă din condiția pentru energii, se obține: 


Vý +v +v =2(v} +v) 


de unde 


sau A 


29. Din legea conservării sarcinii electrice, Q =q; +q, =0, avem q, = —d,. 
Vom nota q =|q,|=|a.]. 


Din legea conservării impulsului, rezultă că vitezele celor două particule 
care apar în urma dezintegrării particulei aflate î în repaus sunt de sens opus 
şi verifică relaţia 17V, = MV3- 


În caz general, traiectoria particulei în câmp magnetic omogen este o 
elicoidă, unde componenta perpendiculară pe liniile de câmp a vitezei 
determină mişcarea circulară a particulei, iar cea paralelă, mişcarea 
rectilinie şi uniformă de-a lungul axului elicoidei. Dacă vitezele celor două 
particule ar avea componente paralele, atunci acestea ar fi de sens opus şi 
întâlnirea ar fi imposibilă. Deci, particulele trebuie să se mişte în acelaşi 


plan, perpendicular pe B. 
Din ecuaţiile mişcării particulelor 


2 
Do =|4,|v,B > 


R 


m,vŽ 


=|q;] vB 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 259 


rezultă 
my; mV, 
=— =R =K 
R qB : qB 


Deci particulele se mişcă pe acelaşi cerc de rază R şi se vor întâlni după 
timpul 


E 27R _ 27 mm, 


vi+tv, qBm+m, 


30. Ecuația principiului fundamental pentru mişcarea mărgelei este: 
mū=mġ+ Ñ +Ë, 

Unde F; este forţa Lorentz, N — reacţiunea normală din partea inelului, mg — 
greutatea mărgelei şi a acceleraţia ei. 

Conform condiţiei impuse de problemă, în punctul inferior trebuie ca N = 0. 
De asemenea, în punctul inferior, forţa Lorentz este orientată vertical şi este 

2 

egală cu F, = OBv, iar acceleraţia este acceleraţia centripetă a = a 3 


Astfel, obţinem ecuaţia 


2 
Mv 
— = OQBv -m 
E O g 


Din legea conservării energiei pentru puctul superior şi inferior, rezultă : 


2 
2mgR = “s , de unde v° =4gR 


p-2 = 5 fe 
Ov 2ỌŅÑR 


31. Tensiunea din fir şi forţa Lorentz sunt perpendiculare 
pe viteza corpului, de aceea ele nu efectuează lucru 
mecanic şi deci modulul vitezei nu se modifică. Cât timp 
sfoara este întinsă, corpul în orice moment se mişcă pe un 
cerc cu centrul în A (fig.31R), acolo unde sfoara se 
îndepărtează de cilindru. Raza acestui cerc creşte, pe 
măsură ce firul se desfăşoară. 

Dacă însă această rază va ajunge la valoarea razei mişcării 
libere a sarcinii q în câmp magnetic, tensiunea din fir devine zero şi nu mai 
influenţează asupra mişcării corpului. Tensiunea din fir devine nulă când 


Astfel , se obţine în final 


Nana. 


fig.31R 
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2 
my 
LAE 
R qy 


şi în acest moment lungimea AB a firului desfăşurat este: 


Mai departe, corpul se mişcă sub acţiunea forţei Lorenz, pe un cerc de rază 
constantă R. Din condiţia impusă de problemă şi geometria figurii se vede 
că R= 2r şi de aici răspunsul: 
2rqB 
m 


y= 


32. Vom nota distanța cerută cu L, masa şi sarcina corpului cu m şi q, 
inducția magnetică a câmpului magnetic cu B, iar viteza pe care o are corpul 
în momentul desprinderii de planul înclinat cu vo. 
Corpul se desprinde de plan în momentul în care reacţiunea normală din 
partea planului este zero. Aceasta se poate întâmpla datorită acţiunii forței 
Lorentz. Ea este orientată perpendicular pe suprafaţa planului înclinat şi la 
un moment dat poate desprinde corpul de pe plan. Aceasta se întâmplă în 
momentul în care forţa Lorentz atinge o valoare egală cu componenta 
normală pe planul înclinat a greutății corpului: 
mg cosa 
qB i 
După desprindere, corpul se mişcă în câmp 
magnetic şi câmp gravitațional pe o traiectorie mai 
complicată. Dacă n-ar exista greutatea, traiectoria 
s-ar simplifica foarte mult — ar fi un cerc. 
Să analizăm viteza vo a corpului în momentul 
fig.32R desprinderii şi s-o reprezentăm sub formă de sumă 
de două componente: una orizontală v; şi o 
componentă oarecare Vp orientată sub un unghi faţă de orizontală (fig.32R). 
Forţa Lorentz care acţionează asupra corpului poate fi şi ea scrisă ca o sumă 


vectorială a mărimilor qviB şi qvaB, fiecare orientată conform regulii 
burghiului: 


VV t YR 3 q(% xB) =q4(7, xB) +4(7: xB) 


Alegem v; astfel încât componenta corespunzătoare ei a forţei Lorentz, vB 
să Companya greutatea mg. În aceste condiţii: 


qBv, =>mgcosă => v= 


qv,B=mg > i 


qB. 
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Dacă am „deconecta” câmpul gravitațional şi am lansa corpul cu viteza Vp, 
forțele care acţionează asupra lui ar fi la fel ca şi în cazul problemei noastre, 
unde forţa de greutate este prezentă, iar corpul are componenta suplimentară 
a vitezei, vı. În aceste condiţii, în cazul în care greutatea lipseşte şi viteza 
corpului este va, traiectoria corpului este simplă şi reprezintă un cerc de rază 
R, pentru care este valabilă relaţia: 


=qBv} > Vi —— 


În problema noastră acţionează aceleaşi forţe asupra corpului, dar viteza 
suplimentară vı translează punctele traiectoriei pe orizontală, transformând- 
o într-o traiectorie mai complicată — o cicloidă. Pentru noi este esenţial 
faptul că deplasarea pe orizontală a punctelor de pe traiectorie nu 
influenţează asupra deplasării pe verticală. În cazul cercului, această 
` deplasare este 2R = Ah, deci pentru corpul din problema noastră este 
valabilă relaţia: 


_qBR _ qBAh 
R m 2m 
i mg ala 2 8 
Dacă notăm k = i , expresiile pentru viteze devin: 
q 
gâh 
v, =kcosaa, VĂ , Ve = 
0 1 R 2k 
Conform fig.R 
a VŽ +V — 2V, V; COSA = VR 

Inlocuind aici vitezele se obţine 

prn gAh 

2sin a 
de unde 
AJ 
V, = kcosd = £! j cosa 
sin æ 
2 
= Eu da = EN clg?a 
2gsing 4 


33. Vom presupune că mărgelele nu se află la capetele laturii carcasei. 
Asupra fiecărei mărgele acţionează: 
3 2 


T pa 3 z J G 
a) forţa de respingere coulombiană din partea celeilate mărgele, Jo = p 3 
a 


r fiind distanța dintre mărgele; 
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b) forta Lorentz, F, =qBoR orientată spre centrul de rotație (R — distanța 
de la mărgea la punctul O); 


c) N — forța de reacțiune normală din partea carcasei, perpendicular pe 
latură. : 


Suma acestor forțe asigură accelerația centripetă a mărgelei, adică trebuie să 
fie egală cu F, = moR şi orientată spre centrul de rotaţie O. Forţei 


coulombiene care respinge mărgelele una de alta, i se opune proiecția forţei 
Lorentz pe latura carcasei, care tinde să le apropie. Conform enunţului 
problemei, câmpul magnetic este puternic, adică aceasta înseamnă că forța 
coulombiană nu va putea îndepărta mărgelele una de alta astfel încât ele să 
ajungă la capetele laturii. Astfel, poziţia de echilibru a mărgelelor este 
simetrică față de mijlocul laturii, fără a fi la capetele laturii. 

Dacă notăm cu a unghiul dintre înălţimea dusă din O pe latura pe care se 
află mărpelele şi linia care uneşte o mărgea cu centrul de rotaţie O, se obţine 
uşor că: | 


- distanţa dintre mărgele este r = Biga; 


BB 


- raza cercului pe care se roteşte mărgeua este R = Tie 
cosa 


Ecuația de mişcare a mărgelei este: 

IP m ri rad 

| Fe PE +N = Fy 
care proiectată pe direcția laturii dă: 

N +qBoRsin a = mo” Rsin a 
A 
şi poate fi scrisă sub forma 
2kq? 
i Macea abea 
33b o(qB- mo) 

Pentru câmp magnetic puternic, membrul drept este mic şi atunci se poate 
folosi aproximaţia /gaza. Deci poziţia de echilibru este definită prin 
unghiul a a cărui valoare este 


2kq? 
J3.BP o(qB-mo) 

Poziția de echilibru este stabilă: dacă analizăm abaterea unei mărgele față 
de poziția de echilibru (de exemplu spre capătul laturii) se observă că forța 


coulombiană scade, iar forța Lorentz creşte, deci apare o forță de revenire 
care aduce mărgeaua la loc. 


a = 3 
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Dacă se modifică sarcina unei mărgele, forţa Lorentz va împinge mărpeaua 
spre margine. Deoarece câmpul magnetic este puternic, forţa coulombiană 
(acum de atracţie) nu i se va putea opune, deci sarcina negativă se va 
deplasa la capătul laturii şi va rămîne acolo numai sub acţiunea forţei de 
reacțiune normală din partea carcasei; mărgeaua pozitivă, în aceste condiţii, 
se va afla practic la mijlocul laturii. Este posibilă şi situaţia cînd mărgelele 
se lipesc una de alta şi corpul neutru care se formează se va duce la capătul 
laturii. Care din cele două situaţii se realizează, depinde de poziţia iniţială a 
mărgelelor. 


34. a) Deoarece câmpul magnetic este variabil, apare fenomenul de inducţie 
electromagnetică, adică apare un câmp electric care înconjoară liniile 
câmpului magnetic şi cu care interacționează sarcinile inelului. Scriem 
ecuaţia principiului fundamental pentru mişcarea de rotaţie a inelului: 


sp Azi 
AI 

unde Ë este valoarea medie a componentei tangenţiale a câmpului electric. . 

creat prin inducţie electromagnetică. 

Conform legii inducției electromagnetice, t.e.m. indusă este egală cu viteza 

de variaţie a fluxului mgnetic, adică: 


2ari =—nr? AR 


At 
de unde 
-_ AAR 
rE = -—— 
2 At 
Inlocuind aceasta în prima relație obținem relația cerută: 
e 
Ao = — B, 
2m 


b) Intensitatea curentului electric unui inel poate fi calculată pe baza 
definiţiei: 


unde 7 este perioada de rotaţie. Intensitatea curentului ambelor inele este 
cgală cu suma intensităţilor. fiecărui inel separat, de aceca (având în vedere 
că vitezele lor unghiulare 4, =t +A, unde a reprezintă vitezele 


unghiulare ale inelelor până la aplicarea câmpului magnetic): 


e? 


= (a +0)=Ż40= B, 


2am 
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Sensul curentului se stabileşte uşor după regula lui Lenz — acest curent va 
crea un câmp magnetic opus câmpului inductor. 
c) Momentul magnetic al unui atom individual se determină cu formula: 


2 sa 
er 
Pa =r =—B : 
2m 
iar momentul magnetic al unității de volum: 
al 
e'r 
J=np, = nB, 
2m 


d) Notăm înălțimea cilindrului cu h , raza lui cu R. Atunci, momentul său 
magnetic poate fi scris ca: 


er? 
P, =JV == nB rR h 
2m 
> =ihnrR? 
Egalând relațiile, rezultă: 
er? 
i = J = —nB, 

2m 


Câmpul magnetic creat de aceşti curenți se poate kalcula folosind formula 
, i NP i Dă, NI 
pentru inducția magnetică din interiorul unui solenoid B = 4h T’ în care 


produsul dintre intensitatea‘ curentului şi densitatea înfăşurării (numărul de 
spire pe unitatea de lungime) este densitatea liniară de curent, de aceea: 
32 i 


B'= hi = 4h EnB, 
2m 


e) Deoarece inducția B’ este orientată în sens contrar lui Bo, atunci inducția 
magnetică în interiorul corpului va fi 


252 
B =B; = p(n n)a 
2m 


Comparând această formulă cu cea dată în enunţ aflăm expresia pentru 
permeabilitatea magnetică: 


P _ PNa 
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M E 5 
unde mo, = y este masa atomului de cupru. Se obține: 


A 
er? pN 
l- u= — 4 = 
pa 2m M 
Per (1,6-10? 0,6-10} 8,9:100-6-10 + ia 
2-0,9-10% 64-10” 


ceea ce diferă de valoarea din tabele (1,0-10) numai de două ori! 


35. a) La trecerea curentului electric alternativ prin înfăşurarea solenoidului, 
în interiorul lui apare un câmp magnetic variabil, care 
induce o tem. atât în înfăşurarea solenoidului 
(autoinducţie), cât şi în învelişul conductor din polimer. 
Curentul indus în înveliş este un curent circular şi circulă 
prin suprafaţa învelişului, perpendicular pe ax (fig.35R,a). 
Acest curent va exercita o influenţă inversă asupra 
curentului din înfăşurare. Deoarece în interiorul sistemului 
există un miez cu permeabilitate magnetică mare, atuci se 
poate neglija fluxul magnetic în spaţiul îngust dintre 
înfăşurare şi înveliş. 

Inducţia câmpului magnetic în miez, B,, creată de curentul 
electric prin înfăşurare / se calculează cu formula 
fig.35R,a binecunoscută 


B, = 44n, 
Observăm că produsul nl = i reprezintă densitatea superficială de curent 
prin înfăşurare, de aceea această formulă este valabilă şi pentru calcularea 
inducției magnetice a câmpului magnetic creat de curentul din înveliş: 
B, = Mi ; 

Ca sens pozitiv al curenților vom considera sensul 

„contrar acelor de ceasornic” (fig.35R,b); atunci sensul 
- pozitiv al vectorului inducţie magnetică se determină 


cu regula burghiului. 

Pe fig.35R,b sunt indicate sensurile pozitive ale curenților electrici şi 
ale vectorilor inducţie magnelică, cu toate că sensurile reale ale 
curenților prin înfăşurare şi înveliş sunt de sens contrar, sensurile 
lor „corecte” apărând automat prin scricrea corectă a ecuaţiilor 
care descriu aceşti curenţi. 

fig.35R,b Fluxul magnetic prin secţiunea transversală a 


sistemului analizat este: 
P= zra (B+ B.)= 70 4,4 (nl, +i) 
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Transformăm această expresie, observând că mărimea 
za” U 4N =L 
(unde N=nl este numărul de spire al înfăşurării) este inductanța 


NO 
solenoidului (fără înveliş), deoarece poate fi pusă sub forma L = —, Q, 
R 


1 
fiind fluxul magnetic printr-o spiră al câmpului magnetic creat de curentul /, 
din înfăşurare. Curentul electric prin învelişul de polimer este uniform 
distribuit pe suprafaţa sa. De aceea, se poate scrie expresia pentru curentul 
total Z, = il prin înveliş. Al doilea termen va avea în aceste condiţii, forma: 


TA? Hl gi = TA? 4, Lh a ma’ pu, pu n 
reo r l reo nNI 
In final, fluxul magnetic se scrie: 


E 27 IPEE 
N! 


Tensiunea electromotoare care se produce într-o spiră datorită ariei 
fluxului magnetic este aceeaşi şi în înfăşurare şi în înveliş şi este egală cu; 
e=-0' 

Deoarece rezistența ohmică a circuitului format din |sursă şi înfăşurarea 
solenoidului se poate neglija, atunci pentru acest circuit suma t.e.m. a sursei 
şi a celei induse în toate spirele solenoidului este zero, adică 

E-—NP'=0 
Scriem acum ecuaţia intensității curentului total /, =i/ care circulă prin 
înveliş. Rezistenţa electrică totală a învelişului pentru sensul indicat al 
curentului electric: 


A I 
unde A=ho este o constantă, o fiind conductivitatea electrică a 
materialului polimer, iar h grosimea sa. 
Deocamdată vom presupune că rezistența aceasta nu depinde de deformaţie. 
Pentru curentul total este valabilă relația 


LR=9' 
Astfel se obţin ecuaţiile cerute: 
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De fapt dispozitivul prezentat, reprezintă un transformator la care primarul este înfășurarea 
solenoicului cu N spire, rezistență ohmică neglijabilă şi inductanță L, iar secundarul constă 
dintr-o singură spiră, cu rezistența egală cu a învelişului, R şi inductanță La. Sistemul de 
ecuafii obținut este sistemul care descrie un transformator. 


b) Vom rezolva acum sistemul obţinut mai sus. Considerăm dependenţa de 
timp a t.e.m. a sursei de forma: E =U, cost . Eliminând derivata din cele 
două ecuaţii, obţinem: 

I RN = -U cos øt 
Astfel intensitatea curentului prin înfăşurare este 


U 
1L, =-— cos øl 
RN 


nR: area ; dI L dI, 
Din prima ecuație a sistemului rezultă L — = U, coswt -= —+ 
dt N dt 


Considerăm intensitatea curentului prin înfăşurare de forma 
I,(0) = Acosal + Bsin o! 


şi o înlocuim în ecuaţia anterioară având în vedere şi expresia pentru /2. Se 
obţine: 


A LALA pe: 
-ALo sin ot + BLocos or = U, cos øt -—— osin øt 
N NR 


Din identificarea coeficienţilor funcțiilor trigonometrice aflăm: 


gio -Uo 
NR ” Lo 


Deci: 
Uo UTE 
| = = cos Øl + —sin Øl 
NR Lo 
Amplitudinea intensității acestui curent este 


Ip ENA?+B? =U, 


Vom face calculele numerice. 
Rezistenţa electrică a învelişului : 
-2 
paeen palat li ek aO; 

A Il 2,55-10° -20-107 
Numărul de spire al înfăşurării: N = nl = 200; 
Inductanţa învelişului: 

L= za? u,pnN = z (0,9-10° j -1000-47 -107 -10° -200 = 63,9-10° H 


Pulsaţia curentului: œ = 27v = 3145; 
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Amplitudinea intensității curentului prin înveliş: 
pace Ted 

2 RN 1,23-10™ -200 

Amplitudinea cerută a densității superficiale de curent prin înveliş: 


= 1,46-10* A 


iy E gpi 7,3:-10° A/m 
l RN 
Amplitudinea intensității curentului prin înfăşurare: 
l 
lo =U +— 2 7, 54 
a (Lo) 4,922 * 20,2 


c) Având la dispoziţie expresiile curenților electrici, putem calcula uşor 
puterile medii cerute. Parantezele unghiulare înseamnă aici valori medii. 
Puterea termică disipată în înveliş: 


P, =(r R)= (Zrcosor) n sti (cos? ot) 


/ 
Deoarece (cos? or) = ` , obținem în final: 
2 | 
P bena: a 1,3-10? W 
2RN? 


Puterea consumată de la sursă se calculează, de asemenea, uşor: 


Ý 2 
P, =(EL} a(o, ssoi (i cosor+ Wesinar)) ata 


2N?R 
Ceea ce coincide, bineînţeles, cu puterea disipată. În ultimul calcul am ţinut 
seama că (cosarsin ot} =0. 


[as 


d) Curentul electric cu densitatea superficială i, care circulă prin înveliş, 
interacționează cu câmpul magnetic, ceea ce are ca urmare apariţia unor 
forţe care întind învelişul. În calculul acestor forţe trebuie luat neapărat în 
considerare faptul că asupra învelişului acţionează numai câmpul magnetic 
creat de curentul care circulă prin înveliş, în spaţiul dintre înveliş şi 
înfăşurare (unde nu este miez), de aceea valoarea inducției magnetice a 
acestui câmp este B,= i. Calculul presiunii exercitate de câmpul 


magnetic se face la fel ca şi în cazul câmpului electric (vezi problema 39 de 
la electrostatică). Pentru a afla presiunea câmpului magnetic asupra 
învelişului, separăm o suprafaţă mică din înveliş (fig.35R,c) cu laturile Az 
(perpendicular pe curentul electric) şi A/ (pe direcția curentului). 
Intensitatea curentului care străbate această suprafață elementară’ este 
ôI = i AZ, iar forța electromagnetică este 
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AF = IB Al = iB A Az = iB AS 
(unde AS este aria suprafeţei elementare alese) 
şi este orientată perpendicular pe ea. Mai 
departe, trebuie să luăm în considerare că în 
această formulă B, este inducția magnetică 
creată de toţi curenţii, cu excepţia curentului 
care circulă prin însăşi suprafaţa elementară. 
În imediata apropiere a suprafeţei, dinspre 
interior, câmpul total de inducţie B, = Zhi este 


fig.35R,c 


| superpoziţia dintre câmpul creat de curentul 
prin suprafaţă, B' şi cel care ne interesează, B, „ creat de restul curenților, 
de aceea B, +B'= B,. Dinspre exterior, cele două câmpuri sunt contrare Şi 
prin superpoziţie ele se anulează reciproc, adică B, —B'=0. Astfel, ca şi în 
electrostatică, câmpul care acţionează asupra suprafeţei elementare este de 
două ori mai mic decât câmpul total, B =B,/2. Acum putem exprima 


presiunea exercitată de câmpul magnetic: 


AF ui 
Prs Sag Bi gb = 


Se vede că presiunea câmpului magnetic 
asupra învelişului este proporţională cu 
pătratul densităţii superficiale de curent. 
Subliniem că în cazul unor forţe variabile 
(cum e cazul nostru) calculul riguros al 
deformării necesită rezolvarea unor 
ecuaţii dinamice de tip F = ma . Dacă 
însă masa corpului este neglijabilă, 
ecuaţiile dinamice trec în ecuaţii de 
echilibru static. Astfel, în cazul nostru 
putem să ne folosim de relaţii obţinute în 
problema amintită din electrostatică, 
pentru cazul static. 

Folosind valoarea calculată anterior 
pentru io obţinem: 


7 + 32 
Api? 4-10 -(7,3-10%) 
Pmax EST > e a ra h 

2 
Folosind fig.35R,d putem scrie pentru condiţia de echilibru static Fug = A 


mag 


fig.ISR d 


= 33 Pa 
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mag 


unde [i =2F, sin? ala (deoarece sin? x = ), iar Fag = Pma > 
Rezultă: 


Prag ZAZ = ka 


F, : i: 
FPmag = E = f, (tensiunea mecanică liniară). 


Dar din legea lui Hooke (vezi problema de la electrostatică), rezultă: 
Ar 
fe SEE Wa 
h 


sau 
r=n 


7 


7 = IP mag 
h 
De aici scoatem expresia pentru r: 


2 
70 lho ho 

A r 20) -a 
4 Y 


de unde 
sagaer] 
y mag y mag 


Neglijând al doilea termen din paranteză, se obține 
ý 2 


> 
Ar = N Paz 
Folosind această formulă vom găsi: 
pe 107 > -5 
Afal = — Pms =r 33,5 =2,1.-10™ m 
m ami tal 96 


(Valoarea pentru 7 se ia din enunţul problemei 39). 

e) Cauza producerii sunetului în situaţia descrisă este clară: sub acțiunea 
forţei variabile din partea câmpului magnetic, învelişul începe să vibreze şi 
să emită un sunet. Evident, intensitatea sunetului va fi maximă dacă 
amplitudinea oscilaţiilor învelișului va fi maximă. În calculul făcut mai sus 
pentru presiunea magnetică nu avem o dependenţă a presiunii maxime de 
frecvenţa curentului. Învelişul are însă o masă şi o elasticitate dată şi el este 
capabil să execute oscilaţii proprii cu o frecvenţă oarecare. De aceea 
oscilaţiile învelişului trebuie privite acum ca oscilaţii forţate. Se ştie că 
amplitudinea maximă aoscilaţiilor se atinge în condiţii de rezonanţă, când 
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frecvenţa oscilaţiilor forţei excitatoare coincide cu frecvenţa oscilaţiilor 
proprii. Deci trebuie să găsim frecvenţa oscilaţiilor proprii. 


2 


Ar 
Plecăm de la formula dedusă mai sus Ar Să Pmag 5 de unde Pag LI : 
y 


ră 


h 
Podusul P AS este egal cu forța de revenire care acționează asupra 
elementului de suprafață ales, care are masa Am= pAS. Scriem ecuaţia 
principiului fundamental pe direcţia radială şi obţinem: 


pASa = —AS 2 Ar 
Io 
unde a este acceleraţia elementului şi care, evident, este egală cu derivata a 
doua a creşterii razei, a = (Ar)". Ecuația capătă forma: 


(Ar)"=- 4r 
hP 
care este ecuația oscilaţiilor armonice. De aici rezultă imediat: 


MORENA 
f 2m -2r NiP 
În final să ne aducem aminte că presiunea care se exercită asupra suprafeței 
- învelişului este proporțională cu pătratul intensității curentului, deci 
frecvența de variație a presiunii este de două ori mai mare decât frecvența 
curentului electric. Astfel, rezonanţa (şi consecinţele sale — amplitudine de 
oscilație maximă şi intensitatea sunetului maximă) se va atinge atunci când 
frecvenţa curentului electric va fi de două ori mai mică decât frecvenţa 
oscilaţiilor proprii, adică 
T [ela se 0/20 He 
2. 4rNrip 47N10-0,119 
f) Mai întâi să analizăm calitativ, ce procese fizice vor avea loc în acest 
experiment. La conectarea bobinei la sursă, în înveliş se vor induce curenţi 
electrici, dar deoarece materialul polimer are o rezistenţă electrică finită, 
aceşti curenţi se vor atenua rapid. Răcind tubul, el trece în starea 
supraconductoare, dar în prezenţa unui câmp magnetic constant nu apar 
curenţi electrici prin tub. La extragerea solenoidului prin care circulă curent 
electric, fluxul magnetic prin secțiunea transversală a tubului va scade, ceea 
ce va duce la apariţia unui curent prin suprafaţa tubului, curent care nu se 
atenuează. Acest curent va crea un câmp magnetic, care interacţionând cu 
curentul va avea ca urmare creştere razei tubului. Astfel, trebuie să găsim 
densitatea superficială a curenților induşi în tubul supraconductor după 
extragerea completă a solenoidului. 
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Să analizăm o spiră conductoare aflată 
în câmp magnetic (fig.35R,e). La 
modificarea fluxului magnetic al 
câmpului exterior, în spiră-apare un 
curent electric al cărui câmp magnetic 
se va opune variaţiei. fluxului 
magnetic exterior. Pentru curentul 
electric din spiră se poate scrie legea 
lui Ohm pentru întreg circuitul: 


IR 3 
fig.35R,e di pai 


unde O, şi O, sunt, respectiv, fluxul magnetic al câmpului magnetic 


exterior şi al câmpului magnetic creat de curentul electric prin spiră. Dacă 
spira este supraconductoare (R = 0), atunci din ecuaţia de mai sus rezultă că 
D, +D, = const. 

Adică fluxul magnetic total prin suprafața unei spire conductoare se 
păstrează constant. A 

Vom folosi această concluzie pentru rezolvarea problemei noastre. Când 
solenoidul prin care circulă curentul electric de, intensitate Io se află în 
interiorul tubului, fluxul magnetic prin orice suprafață transversală este: 


D= 4, pnl? 
După extragerea solenoidului fluxul magnetic rămâne acelaşi, dar este creat 
de curentul superficial prin tub: 


D, = D, = iT? 
Unde i este densitatea superficială a curentului indus pe suprafața tubului, 
iar r este raza tubului deformat. Într-adevăr, fluxul magnetic trebuie să se 
conserve în orice condiţii: şi la variaţia câmpului magnetic exterior şi la 
variaţia suprafeţei circuitului supraconductor, adică la creşterea razei 
tubului, intensitatea curentului trebuic să scadă! 
Egalând cele două fluxuri magnetice rezultă: 


pna =ir° 
In această ecuaţie avem două necunoscute — densitatea de curent şi raza 
tubului. Adăugăm la această ecuaţie şi formula presiunii magnetice: 


;2 
_ Moi 


ae Fi 
de unde 
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| 2 
Ho | noa” a _ Zo (una?) le 
Pa SEN A E 


E 
Înlocuind în relația dedusă la punctele precedente 7P og = Je, obținem 


2 2 
m Alo (una ) Ta 
f 2 7? > 
Pentru a determina valoarea intensității curentului la care se rupe tubul, 
trebuie să înlocuim în relația anterioară valorile limită pentru r şi fe. Rezultă: 


K) 
I = l 2.f max Vas 
Omax 
una Ho 


Pentru a afla fe max ţinem cont de informaţiile din enunţ care precizează că 
tubul de polimer poate suferi o alungire maximă de Al =8 cm, dacă la 


capătul său liber se suspendă o masă maximă Pia = 600 g . Deci 


să pe = Pas E = [m 271 
de unde 


> =93, 7N/m 


Pe de altă parte, 


Al 
Fax =h (1+ emat) (1) cm 
0 i 


Înlocuind în ultima relație valorile numerice ( femas = 93,7 N/m Şi Fmax = 1,4 
cm) găsim că 

Ioma 0,25 A 
g) Valoarea intensității curentului electric dată în enunț este mai mică decât 
Io max , de aceea tubul nu se rupe încă. Folosind din nou relațiile deduse la 
punctul d) putem scrie: 


2 
2 PI 
Mo (una ) Is r= 
2 r a 
Aceasta este o ecuație de gradul al patrulea care trebuie rezolvată numeric. 
Exprimăm raza tubului prin alungirea sa relativă: r= (1+8). Înlocuind 


aceasta în ultima relație obținem: 
i 2 
[o ( na?) JR 
27 (re) 
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Factorul numeric constant din această relație ———— 20,26 şi 
Y h 
astfel se obține ecuația numerică 
2 10,26 
(1+2) 


Ea poate fi rezolvată prin orice metodă numerică (chiar prin încercări). 
Singura soluție pozitivă este £" ~ 0,16 (suntem în limitele de aplicabilitate 
ale legii lui Hooke, ce bucurie!) . În final, raza tubului deformat este: 

7 = n (+2 )x1,2 cm 


36. Asupra unui element foarte mic, de lungime A/, al semicercului, care 
poate fi considerat rectiliniu, acţionează forţa electromagnetică F: 

F = BIAN, 
Forța electromagnetică ce acționează asupra unui element simetric A/,al 


semicercului, n are aceeaşi valoare dar este de sens contrar, în virtutea 
simetriei. Se crecază deci un cuplu de forţe, al cărui moment faţă de O, este: 
M; = 2F,Rcosa, = 2IBAI,Rcosa, = (2IBR)AJ, cosa, 
Deci , momentul total care acţionează asupra semicercului, este: 
M = Y(2IBR)AI, cos æ, = IBRẸ 2A, cos æ, 
i i 


Suma de mai sus este egală cu suma proiecțiilor elementelor de lungime 
foarte mici ale semicercului pe diametrul său, adică este 2R. Rezultă: 

M = 2IBR? 
„Întrerupătorul” va aclanşa (adică va întrerupe circuitul), dack, acest moment 
va fi cel puțin egal cu momentul forței de greutate a semicercului: 


mgR = 2I wx BR? 
de unde 


a 52E 9,8-10? A. 
pi 


37. Prin introducerea  eşantionului  supraconductor în bobina 
supraconductoare scurtcircuitată, fluxul magnetic O = LI prin bobină nu se 
va schimba. De aceea, lucrul mecanic cerut, care este egal cu diferenţa 
energiilor câmpului magnetic după şi înaintea introducerii eşantionului, 
poate fi calculat cu formula: 
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Unde L’ este inductanţa bobinei cu eşantionul în ea. Inductanţa Z’ se poate 
afla comparând două bobine prin care circulă un curent oarecare având 
aceeaşi valoare Jọ prin ambele bobine, dintre care una este fără miez, iar 
cealaltă cu eşantionul supraconductor introdus în ea. Deoarece în interiorul 
supraconductorului nu există câmp magnetic, iar în exteriorul eşantionului, 
în spaţiul din interiorul bobinei, câmpul magnetic este omogen şi egal cu 
cîmpul din bobina fără eşantion, atunci fluxul magnetic prin bobina cu 


n 


Deci, întrucât prin bobine circulă curenți egali, de intensitate Jo, rezultă că 
inductanţa bobinei cu eșantion trebuie să fie mai mică decât a celei fără 
miez, adică 


eşantion diferă de fluxul magnetic prin bobina fără miez de 1-— ori. 


Folosind acest rezultat, se obţine că lucrul mecanic care trebuie efectuat 
pentru introducerea eşantionului supraconductor în bobină este: 
LI’ 
= 
2(n -1) 


38. Dacă fluxul magnetic variabil traversează un circuit, atunci în acel 

R y - $ AD 
circuit apare o tensiune electromotoare indusă e, I” care duce la 
apariția unui curent electric, dacă circuitul este închis. Curentul variabil prin 
circuit crează un câmp magnetic propriu a cărui variație duce, la rândul său, 
la apariția unei tensiuni electromotoare autoinduse e€, ASER Astfel, 
pentru circuitul dat putem scrie legea a doua a lui Kirchhoff: 

e, —e, = ÎR 

unde 1 este intensitatea curentului, iar R rezistenţa circuitului. La noi, 
circuitul este inelul supraconductor, deci R = 0. Atunci, rezultă: 


AP pal 
A A 


unde © este fluxul magnetic creat de cîmpul exterior, prin inel. Deoarece la 
momentul iniţial acest flux este zero, dar şi intensitatea curentului este zero, 
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înseamnă că după rotirea inelului cu 90° , intensitatea curentului prin inel va 
fi 


zr?’ B 


TELA 

L 
unde zr?B este fluxul câmpului magnetic exterior prin inel, după rotirea ' 
inelului. BEJ 
Dacă inductanța inelului este mică, atunci pentru a afla corect intensitatea 
curentului trebuie luate în considerare proprietăţile inerţiale ale electronilor, 
adică masa lor. Într-adevăr legea lui Kirchhoff scrisă mai sus descrie numai 
regimul staționar care se stabileşte în circuit, neglijând etapa „accelerării” 
electronilor. Pentru a lua în considerare şi aceasta, vom scrie ecuaţia 
pricipiului fundamental al mecanicii pentru electron: 


e A(®-LI) 
Ar 2mr  2ar Ar 
În această ecuaţie, tensiunea electromotoare este exprimată ca produsul 
dintre o forță exterioară care acţionează asupra electronului şi lungimea 
conturului străbătut de electron. Având în vedere condiţiile iniţiale şi 
folosind expresia de mai sus a fluxului magnetic, se obţine: 
mv= —(zr2B-L1) | 
2rr 
Viteza mişcării de drift a electronilor se obţine din formula intensității 
curentului electric j 
I = neSv | | 
unde n este concentraţia elstronilor, iar S — aria secţiunii transversale a 
conductorului. În final, din ecuaţiile de mai sus se obţine: 
zrB 
27rm 
Se? 
ceea ce diferă de rezultatul obţinut anterior printr-un termen suplimentar în 
suma de la numitor, proporţional cu masa electronului. Pentru circuitele 


reale, acest termen este mic în raport cu inductanţa circuitului şi poate fi 
neglijat. 


] = 


d, t 


39. Să aflăm viteza pe care o va căpăta fiecare tijă ca urmare a generării 
rapide a câmpului magnetic. În timpul variaţiei cîmpului magnetic apare o 
tensiune electromotoare indusă: 


eR Te 
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unde a este distanţa dintre şine, lọ — distanţa iniţială dintre tije. (Deoarece 
câmpul se generează rapid, vom neglija variaţia distanţei dintre tije în 
timpul acestei generări). În circuit apare un curent electric de intensitate: 


(R este rezistenţa electrică totală a tijelor). Forţa care acţionează asupra unei 
tije (spre interior) este: 


F =iBa = dh AB B= 
R At 
Impulsul căpătat de o tijă este 
jo Bi 
m= FA = Ce > pap = F 


unde By este inducția câmpului îi! a 

De aici, viteza pe care o va căpăta tija va fi: 
ati ——- Bi. 

' 2Rm . 

Mai departe, tijele se mişcă în câmp magnetic constant Bo. În aceste condiţii 

în circuit apâre din nou o tensiune electromotoare indusă: 


Vo = 


G = 49 NE E y 
At At 


v fiind viteza la un moment dat (coeficientul 2 apare din cauză că se mişcă 


două tije). Forţa de frânare care acţionează asupra unei tije este 
22, 


F=iBa=2Ba=2 v 


 Scriem ecuaţia principiului fundamental al mecanicii: 


DE 2 
PAV ep E 
AI R 
Având în vedere că v = = „obţinem: 
Av pe ae 
m— = 
Ax R 


Adică, până la oprire, tijele vor parcurge distanța 
m _ mR Bidh h 


278 | A Electromagnetism - soluţii 


În final, distanţa dintre tije se va micşora cu 2x, =h /2 , adică va scădea de 


2 ori. Este interesant de observat că rezultatul nu depinde de datele 
“problemei. 


40. Calitativ, se întâmplă următoarele: sferele conectate la sursă se vor 

încărca cu sarcină electrică. La închiderea întrerupătorului, în timpul 

creşterii curentului electric prin înfăşurarea solenoidului, va apare un câmp 

electric în jurul câmpului magnetic din solenoid, care va acţiona asupra 

sferelor încărcate, punându-le în mişcare. Deci, pendulul va începe să 

oscileze armonic. Dacă vom afla viteza pe care o capătă pendulul, atunci - 
după legile oscilaţiilor armonice vom putea găsi amplitudinea lor. 

Pentru evaluarea sarcinii de pe fiecare sferă vom considera că sferele sunt 

izolate. În aceste condiţii, potenţialul sferelor este egal cu tensiunea sursei şi 

se poate calcula cu formula 


q q 


4reR 27ea 


unde R = a/2 este raza sferei. Din această formulă aflăm sarcina electrică de 
pe sferă: 


U, 


q =27E aU, 

Pentru determinarea intensității câmpului electric ne vom folosi de legea 
inducției electromagnetice. Analizăm un contur circular de rază b (egală cu 
distanţa de la centrul sferei pînă la fir), aflat în câmp magnetic variabil, pe 
l axa sa de simetrie (fig.40R). În timpul 
variației câmpului magnetic prin acest: 
contur, în contur apare o t.e.m. indusă 


Ë AQ TEE 
e =-—, care poate fi considerată ca 
Ë At 


fig.40R fiind egală cu lucrul mecanic efectuat de 

câmpul electric care înconjoară cîmpul 

magnetic din solenoid, pentru a deplasa de-a lungul conturului unitatea de 
sarcină pozitivă, adică e=27bE. Fluxul magnetic prin contur este 


lei) 


® = zb’ B, deci modulul vectorului intensitate a câmpului electric este în 
acest caz: 


Sub acţiunea acestui câmp fiecare sferă va căpăta un impuls care se poate 
afla din ecuaţia principiului fundamental: 
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A(mv) E qb AB 
— q T = Å 
At- 2 At 
Considerând că în momentul inițial cîmpul magnetic era nul, viteza sferei 
era zero şi neglijând deplasarea sferei în timpul scurt de creştere a câmpului 
magnetic, din ultima ecuaţie găsim 
bB 
2m 
Deoarece pendulul execută oscilaţii de torsiune, vom determina viteza 
unghiulară iniţială cu care pendulul se roteşte în jurul axului său: 
_Vo _4B 
°” b 2m 
Dacă unghiul de răsucire a pendulului variază după o lege armonică 


E2 si Mae . ; x 
Q = ky SS „ atunci viteza sa unghiulară va depinde de timp după legea 


2707, E DA 2m . 3 A Ci 
O = KEC a Deci. unghiul maxim de  răsucire 


(amplitudinea oscilaţiilor) se exprimă în funcţie de viteza maximă prin 
relaţia: 
m 

Astfel, pentru a determina unghiul de rotire ne-a rămas să calculăm inducția 
câmpului magnetic la capătul solenoidului. Din considerente de simetrie se 
poate conchide că valoarea inducției magnetice B a acestui câmp este de 
două ori mai mică decât inducția câmpului magnetic în centrul solenoidului, 
Bo. Aşadar, l 


3 U 
unde "=>. Intensitatea curentului o aflăm din legea lui Ohm / p 


unde rezistența electrică a înfăşurării este 


ape 
Se ] rhe 
R=p== Rl d 
Pg A da d 

T — 

4 


unde //d este numărul de spire al înfăşurării. 
Folosind toate formulele de mai sus se obţine 
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_ adu U, UT 
° 32c2pmrh . 
Înlocuind aici toate valorile numerice se obţine 


a, = 0,23 rad = 13,16" 


41. Rotaţia unui cilindru încărcat este echivalentă cu existenţa unui curent 
electric circular. După cum se ştie, inducția câmpului magnetic în interiorul 
solenoidului se calculează cu formula 
B = nI 

unde n este densitatea înfăşurării, iar Z — intensitatea curentului prin bobină. 
Produsul nl se poate privi ca densitate superficială de curent — sarcina 
electrică ce trece în unitatea de timp prin unitatea de lungime a feţei laterale 
a cilindrului. În timpul rotației cilindrului uniform încărcat, densitatea 
superficială de curent se poate exprima sub forma ov = ooR „unde ø este 
viteza unghiulară de rotaţie a cilindrului. 
Deci inducția magnetică în interiorul cilindrului rotitor se poate scrie: 

B = 4o0oR i | 
La modificarea vitezei de rotaţie (ceea ce are loc în timpul punerii în rotaţie) 
se modifică valoarea inducției magnetice a câmpului magnetic, ceea ce face 
ca să apară un cîmp electric indus, rotaţional (ale cărui linii de câmp 
înconjoară liniile câmpului magnetic). Conform legii lui Faraday şi având în 
vedere simetria axială a problemei, considerând şi câmpul magnetic 
omogen, obţinem: 


WE aar a apr: AOR 
AI A 


de unde rezultă expresia pentru intensitatea câmpului electric: 

5 TR Ao 

j 2 Aí À 

Acest câmp acționează asupra sarcinii inelului, ducând la apariția unui 


moment al forţelor care pun inelul în mişcare de rotație. Considerând un 
element mic de inel şi apoi însumând pentru întreg inelul, se obține: 


Aa, 
mr — = qE 
A - 


adică 
Aa, __ MaR Ao 
At 2m At 


Din această relație se vede că accelerațiile unghiulare ale cilindrului şi 
inelului sunt direct proporţionale, deci (având în vedere valorile iniţiale nule 
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ale vitezelor), rezultă că şi vitezele unghiulare ale cilindrului şi inelului sunt 
proporţionale, adică 
__ MoORq 
| > 2775350 2 
2m 

Semnul minus din rezultat arată că dacă sarcinile inelului şi cilindrului sunt 
de acelaşi semn, inelul se va roti în sens contrar sensului de rotaţie a 
cilindrului, în conformitate cu regula lui Lenz. 


42. În timpul variaţiei fluxului magnetic prin suprafaţa unui contur 

conductor, în contur apare o t.e.m. indusă, care implică apariţia unui curent 

electric. Acest curent crează un câmp magnetic 

propriu care interacționează cu magnetul aflat în 

e mişcare, urmare a cărui fapt este apariția forțelor de 

B,  „vâscozitate magnetică”. Există o metodă destul de 

simplă de calcul a acestor forţe: lucrul mecanic al lor 

este exact egal cu căldura disipată prin efect Joule de 

către curenţii de inducţie. De aceea, rezolvarea 

acestei probleme se reduce la calculul puterii 

electrice a curentului indus în inel cu calcularea 
ulterioară a forţelor de vâscozitate. 

Să calculăm fluxul magnetic prin inel. Este comod să se calculeze fluxul 

printr-o porţiune a suprafeţei sferice de arie Q, care are ca bază a calotei 

inelul dat şi cu centrul în magnet (fip.42R). Pe această suprafaţă, 

componenta radială este perpendiculară, de aceea fluxul magnetic printr-o 

suprafaţă elementară AS este AP = B,AS. Fluxul total prin contur se 


calculează ca suma fluxurilor elementare prin suprafeţele elementare ale 
calotei sferice considerate (b este o constantă): 


fig.42R 


p= Bas, = 720056 As, = 22 AS, cos0) 


i 1 
Se poate observa că AS, cos, reprezintă aria proiecției suprafeţei AS, pe 
suprafaţa inelului. De aceea suma din formula de mai sus este egală cu aria |. 
inelului 742. Conform teoremei lui Pitagora, raza sferei este r = Na: +2, 
deci fluxul magnetic prin inel este 


Conform legii inducției electromagnetice 
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db  6ra’bzv 
d! (a +2)” 
unde s-a luat în considerare că derivata coordonatei z este viteza de 
deplasare a magnetului, v. Conform legii lui Joule-Lenz, puterea disipată 


prin efect termic în inel este 
2 


p= e. ap Gra'bzv | _ 367a'b'z? - 
R R (a +z? jia R(a° +z ji 

Egalând această putere cu puterea forțelor de vâscozitate , P = Fv (prin 

definiţie), aflăm expresia acestor forţe: 


= 367a'bz? 


r RE 4 
R(a +2) 


43. Aşa cum s-a demonstrat la rezolvarea problemei 36, forţa 
electromagnetică ce acționează asupra unui conductor de orice formă, 
parcurs de curent electric, este egală în modul cu forţa care ar acţiona asupra 
segmentului de conductor care uneşte capetele conductorului dat, considerat 
parcurs de acelaşi curent electric. 

Imaginea curenților elementari prin disc este destul de greu de obţinut, dar | 
ei toţi încep în punctul A şi se termină în B, de aceea în virtutea celor spuse 
mai sus, forţa electromagnetică rezultantă poate fi considerată ca fiind 
aceeaşi cu cea care acţionează asupra unui conductor rectiliniu care uneşte 
punctele A şi B, parcurs de curentul electric de intensitate Imi. Este clar că 
discul se va pune în mişcare în sensul forţei electromagnetice, adică 
perpendicular pe segmentul AB, spre centrul discului. Aceasta are loc dacă 
forţa electromagnetică minimă este cel puţin egală cu forţe de frecare: 


Tnn B(2Rsin =) = umg 
De aici: 
Fo, ppm ic (ag 56 


L L Ai 
2BRsin% sin45 
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44. După deconectarea de la reţea, în 
circuit apar oscilaţii electromagnetice. 
Valorile maxime ale  intensităţilor 
curenților care ne interesează se ating în 
prima perioadă a oscilaţiilor — în acest 
interval de timp pierderile de energie prin căldură sunt foarte mici. Și încă 
ceva: înainte de deconectarea de la reţea, curenţii prin bobine sunt constanţi, 
iar sarcina pe condensator este aproape nulă (condensatorul este aproape 
scurtcircuitat). 

Sarcina electrică pe condensator este maximă când intensitatea totală a 
curenților prin bobine este zero, adică (1, +7)+(1, +1)+(14+1)=0, unde 1 


fig.44R 


este curentul suplimentar ce apare prin fiecare bobină, după deconectarea de 
la reţea. (Bobinele fiind identice, / este acelaşi prin fiecare bobină, ele fiind 
legate în paralel). Rezultă: 
L+ + 7 
I+ +1, +31=0 = TE-A = map 


Până la deconectare, energia câmpului magnetic în bobine era 
2 2 2 
5 L Di 
ERLIE vA T 
2 2AN 


iar în momentul analizat ' 
LU, +1) „LU +1) „LU +I 7 
Lala 2 2 3 
Din legea conservării energiei 


5 7 245 
W, =W+W, 5 7, = d =, W 105a EE 


3 
da AP 1%. Mn 143 mC = 4,04 mC 


Curenţii maximi prin bobine se a în momentul în care condensatorul 
este descărcat (t:e:m. indusă este zero). Atunci, conform conservării energiei 


LUP y „Lar ) „A+ j; 
2 27 2 


=W 
sau 3 
12 +2 +12 + 124211 +19 +12 2E +I? =R ++I 
31? +21" (1, +1, +1,)=0 
de unde | 
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2 ++) 14, 
3 3 


Prima soluţie corespunde momentului iniţial, iar a doua sfârşitului primei 
junat de perioadă a oscilaţiilor. În acest moment, curenții prin bobine vor 


I =0 sau /'=-— 


ppa ee EREA 
MAE 


am. =2- =E= -2,66 4 


+l = = 33 20,66 A AM 


Semnul „minus” arată sensul opus faţă de sensul curenților iniţiali. 
Deci curenţii maximi prin bobine, au pg 3 Imax = 3,66 A ; Dmax = 
2,66 A ; Bmax = 4 A. 


45. În timpul variațiilor curentului prin bobină, ea „adaugă” la t.e.m. a 
bateriei, tensiunea autoindusă. Tocmai datorită acestei t.e.m. autoinduse, 
curentul prin circuit aproape că nu se schimbă, dacă rezistența circuitului se 
schimbă brusc. Într-un caz, când R = 200 Q, t.e.m. autoindusă se adună la 
t.e.m. a bateriei, iar în al doilea caz, când R = 200 Q — se mi De aceea se 
poate scrie: 
U, +le,| = Us SF 

2R R 
l fiind aici intensitatea curentului care ar trebui să fie „practic” constantă. 
Dar, 


L= 


e aA și e, pd 
27 F 
De unde 
j J, 
Ua Ma = Bu, -21% = psi = 200 
27 5 
Prin urmare, 
2U, 
U, == 
hz 5 _ 3Vo Aj = 2Vo? 
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2U97 
Ai 271 
75 = TR = = = 0,01 (trebuie să fie!) 
SR 
De aici: 
L= 2R7 = 200 =66,6 H 
0,03 3 


46. Dintr-un conductor de două ori mai lung, vor rezulta de două ori mai 
multe spire, deci inductanţa 
bobinei a doua va fi de 4 
ori mai mare decât a primei 


(LC N2). Dacă printr-o 
asemenea bobină (la fel de 
lungă, egală cu lungimea 
2l torului, dar cu număr dublu 

s! pe p de spire) trece acelaşi 
curent ca prin prima, inducția magnetică va creşte de 2 ori, iar fluxul 
magnetic de 4 ori (BO N , DU L). La conectarea în paralel a celor două 


bobine (cu rezistență ohmică mică) cu inductanță mare (/ este mare, liniile 
de câmp magnetic în miez cu / mare nu se disipă în exteriorul magnetului), 
-curenții prin bobine se vor distribui invers proporţional cu inductanţele — în 
cazul conexiunii în paralel, t.e.m. induse sunt egale, deci şi fluxurile 
magnetice prin bobine. 


r +e =0 Ai, Ai, 


= e=e, > L= =4h > 1=44 


u+e, =0 AI 
pd! 3 ra A 
Deci A şi 1, +1, = 10. De aici 2 = 2 mA şi i = 8 mA. 
i 2 
După un timp foarte lung, când curenţii nu mai variază, aceştia vor fi invers 
proporţionali cu rezistenţele firelor bobinelor (Rz = 2R, , pentru că h = 21). 


Deci 2-2 şi 1, +1, =10, de unde ⁄ = 10/3 mA şi Jı = 20/3 mA. 
2 


47. Când cilindrul începe să se rotească, electronii din interior încep să se 
deplaseze spre capătul mai îndepărtat, ducând la apariția unei sarcini 


electrice în exces şi deci a unui câmp electric în interiorul cilindrului. In 
regim staționar, acest câmp va produce acceleraţia centripetă a electronilor. 
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Pentru un electron aflat la distanţa x faţă de axul de rotaţie, conform 
principiului fundamental al mecanicii, se poate scrie: 

max = el 
unde m este masa electronului. De aici rezultă: 


2 
mo 
BES x 


e 

Intensitatea câmpului electric se modifică după o lege liniară, de aceea 
pentru a calcula diferenţa de potenţial, putem folosi valoarea medie a acestei 
mărimi (la mijlocul tijei, pentru x =/+L/2). Atunci: 


2 
APE E E (=): 


e 


În prezența câmpului magnetic, în prima ecuaţie va mai apare un termen — 
forţa Lorentz: 


mo?x = eE tevB 
Semnul acestei forțe este determinat de sensul vectorului inducţie 
magnetică. Pentru ca intensitatea câmpului electric să (crească trebuie ca 


vectorul B să fie orientat în sus. Atunci din ultima relaţie (având în vedere 


că v = ax, rezultă: 
2 
mo 
Es | + oa) i 
s | 


Câmpul magnetic la care diferenţa de potenţial (deci şi intensitatea 
câmpului electric) se va dubla, îndeplineşte condiţia: 


sau 


Observăm că datorită masei foarte mici a elctronului, tensiunile electrice 
care apar sunt extrem de mici. 


48. Deoarece în timpul mişcării asupra ramei acţionează şi forța de 
rezistenţă a aerului , rezultă că după un timp oarecare, rama se va opri într- 


o poziţie de echilibru. Fie această poziţie definită prin unghiul a. Condiţia 
de echilibru este: 


l a. 
Facosa = m, gasing + 2m,g=sina 
2 
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unde m şi m, sunt masele laturilor ramei a şi b, F = BI 
— forţa electromagnetică ce acţionează asura laturii de 
jos a ramei. Deoarece rama este supraconductoare, t.e.m. 
indusă în ramă în timpul mişcării sale este egală cu 
t.e.m. autoindusă: 


Ai _ AO 
CA Ar 
sau 
| AD Bab i 
=— =——(l-sina) 
fig.48R 3 Miu Dă Arp 
Aici Aceste variația fluxului magnetic exterior prin 
s A.A A ma mb 
ramă. Având în vedere că m, =———= e MES 
2(a+b) 2(a+b) 


condiţia de echilibru devine: 


Ba?b? . mga . 
(l-sinæ)cos& = Spin a 


Valoarea unghiului la care rama va sta în echilibru este soluţia acestei 
ecuaţii. Dacă comsiderăm acest unghi mic (pentru un câmp magnetic slab), 


singz ga , cos& 7% l şi rezultă 
2B?ab? 
mL 


(1-a)=a 


De unde 


2B?ab 
[9 3 
mL 


49. Vom analiza situația când vectorul inducție magnetică a câmpului 
magnetic B,(t) este perpendicular pe ramă (adică 
este orientat de-a lungul vectorului normală la 
ramă, ñ (fig.49R,a). În timpul A/, rama se va 
roti cu un unghi œ=2mnA, iar vectorul 


fig.49R inducţie magnetică cu acelaşi unghi, dar în sens 
contrar (fig.49R,b). Astfel, unghiul dintre noua 


nofmală ñ, şi noul vector inducţie magnetică B, va fi: 
o (ñ, B, ) = 2a = 4anål 


Tensiunea electromotoare indusă în ramă va fi: 
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de (BS cos(47nt )) = 47nBSsin(4zm) 
dt d! 
cu valoarea efectivă 

E = 2A[27nBS | 
Ca observaţie, precizăm că acest fenomen (dependenţa t.e.m. induse de 
rotația relativă a inducției magnetice şi ramei) stă la baza fucţionării 
motoarelor electrice asincrone, la care vitezele unghiulare ale ramei şi 
inducției magnetice nu coincid. 


50. T.e.m. induse în cele două ochiuri (pentru k > 0) generează curenţi 
induşi a căror sens se stabileşte cu ajutorul 
e, regulii lui Lenz. Sensul curentului prin 
rezistorul 7R îl alegem arbitrar. Scriind legile 
lui Kirchhoff, pentru reţeaua echivalentă din 
fig.SOR , obţinem: 
a +1, = 
fig.50R E, =1R+I-7R! 
| E, =1R—I-7R 


Din acest sistem rezultă 


N R: R 
DI I TUR 
pt oii Alei 
REER 
Curentul cerut 7 = 0, dacă 
E, _ 5 
R xX 
De unde 
A 2 
h dife Ea 2 R=2R 
E, ka 


51. Deoarece rezistenţele electrice se neglijează, circuitul este 
supraconductor şi t.e.m. totală din circuit trebuie să fie zero. Cu alte cuvinte, 
fluxul magnetic total prin suprafaţa circuitului trebuie să rămână constant. 
Dacă tija se deplasează pe distanţa x şi în ea apare un curent electric de 
intensitate /, atunci variaţia fluxului magnetic total este: 

AP = Bhx+ LI =0 
-~ de unde 
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I =-—x 


Asupra tijei parcurse de curent acționează forța 
BR? 


F = IBh= x 


care imprimă tijei acceleraţia 


Bh 


În timpul mişcării oscilatorii armonice, viteza maximă este Va = 40. In 
cazul nostru Vmax = Vo , iar A este amplitudinea şi reprezintă distanţa 
parcursă până la prima oprire. Deci, 


Voua [mL 


o Bh 


$ = 


52. Tensiunea electromotoare maximă indusă în fiecare ochi de circuit este 
e = BHh. Folosind legile lui 


Kirchhoff pentru rețeaua echivalentă, 
dată în fig.52R , putem scrie: 


2e = 21,R 
2e =61,R flg.52R 
I=1-1, 
De aici: 
_ 20BHh 
max B 3R 


53. Conform formulei care exprimă t.e.m. indusă într-un conductor liniar 
aflat în mişcare printr-un câmp magnetic, avem t.e.m. indusă în ochiul de 
circuit format prin realizarea contactului între cele două conductoare, cu 
ajutorul tijei: yana 
e= BHv 
Legea a doua a lui Kirchhoff pentru acest ochi dă: 
e=iR+uc 


Unde uc este tensiunea la bornele condensatorului. Din 
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duc da) ar 
Ci (ci 


it 
având în vedere că la fo = 0, qo = 0, rezultă uo = a . Pe de alte parte, R = 


2rl, unde 1 este distanța de la tijă la condensator şi l= lọ — Ax = h-vt. Cu 
acestea , legea a doua a lui Kirchhoff devine: 


s it 
e=2ri(l, piip 


de unde 
e 


2rl, (iar) 
C 


Pentru ca i să nu depindă de timp (să fie constant) trebuie ca paranteza de la 
numitor să fie zero, adică 


j= 


l 
V = —— 
2rC | 
Conform enunţului, 2/9 = Ro şi atunci 
e Bv _ BH 
Ry Ry „2rRC 
54. T.e.m. indusă în tijă şi intensitatea curentului prin ea sunt: 
D. , fata 2 
R 
Forţa electromagnetică ce acţionează asupra tijei îi frânează mişcarea: 
F=BiL , a d 
d! 
Astfel 
dv B'E 
-m— = v 
dt R 


Am obținut o ecuație diferențială cu variabile separabile care se poate 
integra uşor. Noi vom evita integrarea. Înmulţim ecuaţia cu dt şi ţinem cont 
că ds = vdt, după care sumăm membrii ecuaţiei şi ajungem la variaţii finite: 
mR 
B'I 
Şi, deoarece Av, = 0— Vo =—v, , rezultă 


As=-— Av 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 291 


mRvo 
Srotal = B? A 


55, Dacă intensitatea curentului electric prin bobină variază după legea 
i=] cosøæf, atunci şi inducția câmpului magnetic în interiorul bobinei 


HNI, 


variază după o lege identică B=B,cosar, unde B= 


magnetic prin suprafața circulară de rază r, egală cu lungimea pendulului 
(vezi fig. din enunț) va fi: 


® = mr’ B, cos l 
Acest flux magnetic variabil, generează conform legii inducției 
electromagnetice, un câmp electric variabil, ale cărui linii de câmp 
"înconjoară liniile cîmpului magnetic. Intensitatea câmpului electric pe 
conturul de rază r este legată de t.e.m. indusă e, prin relația: 
= E-2ar 
Avândi în vedere şi legea ineke: electromagnetice, rezultă 


d 
E-2ar= ar cos or) = rr" Bosinot 
De aici: 
PIE 
TA F osin o! 


Pendulul oscilează sub acțiunea a trei forțe: greutatea, forța electrică şi forța 
de frecare cu aerul. Ecuația mişcării pendulului este: 


s"=-gsin0-Ź x+ Lp 
m m 


Pentru oscilații mici, sin 0 x 0 % ad je du 
b/2 b 
ŞI rezultă 
E Ac) pei osin o! 
b m m 


2 2 bB 
Notând 24 = JEA Ep E Gk MN span A, ajungem la ecuaţia 
m b m 4 


x"+ px'+ ox = Aosin of 
„Aceasta este binecunoscuta ecuaţie a oscilaţiilor forţate, cu soluţia de forma 
x =x, cos(ot-). Dint teoria acestor oscilaţii se ştie că 
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Fă Aw 
2 2 2 
(o -o ) +(fo) 
Amplitudinea este maximă la rezonanţă, când © = @ : 
A qbB, 
Xo max me 
i B 4ya 
De unde 
4yax, 
B, z pă 0,max 
bq 
Înlocuind valorile numerice, se obține 


5 
TE 
Lu 


B, = =0,47 


56. Fluxul magnetic prin suprafaţa spirei este 
Q = BS cos æ = BS cosøæt = Ọna COS Øl | 
iar tensiunea electromotoare indusă: 
db 7 OE ; 
e = —— = BSosin øt = P na Sin o! 
ZI . 
Această t.e.m. variabilă generează un curent electric variabil prin spiră 
(spira este închisă) şi prin urmare, se va produce şi fenomenul de 
autoinducţie datorită câmpului magnetic variabil creat de curentul indus. 
Astfel, putem scrie legea a doua a lui Kirchhoff: | 


; di _. 
e+e, FIR = Onin- L SiR 


max 


Se obține deci ecuația diferențială: 


R+LŽ=0 osin o! (*) 


max 


Soluţia acestei ecuații diferențiale este o superpoziție a soluției generale a 
ecuaţiei omogene cu o soluţie particulară oarecare. Soluţia generală a 
ecuaţiei omogene este de forma: 


-æf 
i=Ae" 
care însă tinde spre zero după un timp mai lung. 
Vom căuta o soluție particulară a ecuației neomogene (*) sub forma: 
i=isin(ot-o) 
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unde g este defazajul dintre t.e.m. indusă şi intensitatea curentului indus. 
Înlocuim această soluţie în ecuaţie, grupăm membrul drept după cosar şi 
sint, după care identificăm coeficienţii. Obţinem sistemul de două 
ecuaţii: 
i,„Rcosg+ Lio sin p= 0P pa 
| ele p=0 
De aici se obţine: 


m oL 
g9 = T 


E max 
i -e i 


Jre +o 
Aşadar, expresia intensității curentului electric prin spiră, după un timp 
suficient de lung de la începerea rotirii ei în câmp magnetic, este: 


OD ax ( oL c) 
i = -= sin ot — arctig — 
ETIE R 
Pentru calculul puterii, plecăm de la expresia lucrului mecanic efectuat de 
forțele electromotoare pentru deplasarea sarcinilor electrice prin spiră: 


dW =e:dq= -2 ia = -idp 


Lucrul mecanic cheltuit din exterior trebuie să fie egal cu cel de mai sus, 
adică, peni o "pari pace de rotaţie: 


Pap jav- -[juo- -fia (Oms cos01)= și imax Sin (0t -0)OP w (— sin ae 


= Oira mx f sin (øt -ø}sinøtdt 
0 
Cele două integrale care apar după ce se dezvoltă sin(æœ/-— ø) sunt: 


JK gj 
fsin? ord! = — 
A 2 


şi 
T m 
[sin æt cos aotdt = 0 
0 


Prin urmare, se obține 


mpi 


W = OD rasina COS 


max max 
2 
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W PO ; 
Deoarece P piu după ce înlocuim şi imax Şi O 


final 


se obţine răspunsul 


max >? 


57. Imediat după deschiderea întrerupătorului, intensitatea curentului prin 
bobină este /o (pentru o variaţie bruscă a curentului prin bobină este nevoie 
de o tensiune infinită). În continuare însă, curentul începe să se modifice şi 
acest lucru este descris de ecuaţia 


di 
L— + Ri =0 
dt 
Viteza de variație a intensității curentului prin bobină la momentul inițial 
este: 


LO eA Ma Ns 
a e 


Dacă această viteză ar rămâne constantă, curentul prin bobină ar deveni egal 
cu zero după timpul: | 


SA 

T = — ==] 
m Raa. 
dt 


meS ! di AR M 
Din prima ecuație se vede că Sa scade în timp, de aceea timpul după care 


curentul prin bobină se anulează este mult mai mare. Deoarece 7<<7, 
vom considera că curentul prin bobină scade cu viteză constantă și atunci: 


AI = 49); Be = —l mA 
dt L 


La calcularea lui A/ am considerat că 2- const , cu toate că în realitate 
viteza de variație a intensității curentului se modifică în timp. Pentru a 
evalua eroarea rezultatului nostru, vom considera că d variază liniar în 
timp. Atunci, eroarea ô/ este egală cu aria suprafeței triunghiului haşurat pe 


fig.57,R: 
LAE 4. A 
2 APE AI Li 
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Eroarea relativă este 


Observaţie. Soluţia exactă a ecuaţiei diferenţiale =- 
scrise la începutul rezolvării este: 


ER 
i()=he +} 
fig.57R de unde 


ERN 
AI =i(t)-h = - i! 1-05 mA% —l mA 


58. Când glonţul ajunge în câmp magnetic, în el, conform regulii lui Lenz, 
se va induce un curent electric turbionar, astfel încât să se compenseze 
variaţia fluxului magnetic. Astfel, apare o forţă care duce la frânarea şi 
oprirea glonţului. Pentru evaluarea inducției magnetice B, necesară pentru 
oprirea glonţului, vom considera că glonţul se mişcă de-a lungul liniilor de 
câmp şi câmpul magnetic în interiorul glonţului, omogen. Conform legii lui 
Faraday, intensitatea câmpului electric turbionar Æ, indus de câmpul 
magnetic de inducţie B variabilă, la distanţa r de centrul glonţului, are 
forma: 


27rE = rr sii] 
d 


Conform legii lui Ohm, acest câmp electric va duce la apariţia unui curent 
electric turbionar, cu densitatea de curent: 


4 p 2păd! 


unde p este rezisitivitatea electrică a plumbului. Un asemenea curent 
reprezintă de fapt un dipol magnetic. Energia potenţială mecanică a 
dipolului magnetic format de curentul de intensitate 7, cu suprafaţa S = m? , 
aflat în câmpul magnetic exterior de inducţie magnetică B, este dată de 
expresia: 


W =—Irr? (ñ . B) 


unde îi este normala la suprafața S, al cărei sens se determină cu regula 
burghiului. Considerând glonţul ca un cilindru cu lungimea L şi raza R, 
separăm în volumul glonţului un cilindru elementar gol, de rază r şi pereţii 
de grosime infinitezimală dr. Intensitatea curentului într-un asemenea 
cilindru este d/ = jLdr şi energia cilindrului elementar va fi: 
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dW = -dI rr? (â- B) = -a L(a- 5) Par 

2p. dt 
“Integrând această relație, obținem energia potențială a glonțului în câmp 
magnetic: 


Vom considera că liniile de câmp magnetic sunt orientate paralel cu axa Ox, 
în sens contrar. Atunci, forța care acționează asupra glonțului poate fi scrisă 
ca derivată a energici potențiale în raport cu x. Având în vedere că ñ este 


antiparalel cu B, obținem expresia pentru forța care acţionează asupra 
glonțului: i 


dW RL =( Z) 
447 —| B= 
di 


: me ; : ; dB 
Considerăm cazul unui câmp magnetic staționar, neomogen. Derivata — 


este determinată de viteza glonțului: S = pigia = ya | Având în vedere 


di) dx dt dx 
m pă dv E ; ame ma: a: h 
că F= ma obținem ecuația care determină variația vitezei glonțului în 
dt j 


fiecare moment de timp: 


m a : É 3 . 
ka este densitatea plumbului. Întegrând această ecuație, 


| R d dB 
v(i) =v v(a (22) 


unde vo este viteza cu care glonțul intră în stratul de protecție. 
Pentru ca glonțul să se oprească în câmpul magnetic B pe porțiunea de la x 
= 0 pånă lax = d, el trebuie să parcurgă acest drum într-un timp infinit: 


d E: 2 
fde = f vo exp ee) 1 
a i 8p4 di dx 


Integrând, obţinem condiţia pentru inducția magnetică: 


d z) 8v,4p 
— B — |= 
dei dx Rd 


unde Å= 


n 
obținem: 
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În cazul cel mai simplu putem analiza un cîmp liniar crescător de la B = Ola 
! B : 
x = 0, până la B = Bo la x = d. Deci B(x) = , unde d este grosimea 


protecţiei magnetice. În aceste condiţii: 


d pb). BA 
dx dx d 


Astfel, expresia pentru inducția magnetică maximă a câmpului magnetic 


protector este: 
E: Apd 
Be Gen 


Considerând că pentru plumb p = 2,1-10” Q-m, 4=11300 kg /nř , vo = 
900 m/s , d= 1 m şi raza glonțului R = 0,4 cm, se obţine numeric: 

B,=10 T 
În încheiere precizăm că cel mai puternic magnet creat de om produce un 
câmp magnetic staționar de aproximativ 15 T. 


59. Să analizăm pentru început procesele care au loc în sistemul nostru, 
dacă nu imprimăm tijei de la bun început viteza unghiulară dată œ în jurul 
axei verticale, sub un anumit unghi faţă de ea. La introducerea sistemului în 
câmp magnetic şi conectarea bateriei, prin circuit va începe să circule un 
„curent electric. Dacă se înclină tija faţă de verticală, asupra ei, din partea 
câmpului magnetic, va începe să acţioneze forţa electromagnetică, orientată 
perpendicular pe liniile de câmp şi pe tijă, care obligă tija să se rotească în 
jurul axei verticale, care trece prin articulaţie. În timpul acestei mişcări, la 
capetele tijei apare o t.e.m. indusă, de sens opus t.e.m. a bateriei (conform 

repulii lui Lenz) şi egală cu: | 


do|- Bas _„zsina- Rsina od 
di di di 

unde a este unghiul dintre tijă şi verticală. Deoarece t.e.m. indusă creşte pe 
măsură ce creşte œ şi a, la un moment dat ea se va egala cu t.e.m. a bateriei, 
curentul prin tijă va deveni nul, forţa electromagnetică de asemenea va 
deveni nulă, iar unghiul a şi viteza. unghiulară œ vor înceta să se mai 
modifice. În consecinţă se va ajunge la o mişcare a tijei asemănătoare cu 
mişcarea unui: pendul conic de lungime R, care se roteşte cu viteza 
unghiulară o sub unghiul a faţă de verticală. Să aflăm acest unghi a. 

Asupra bilei acţionează forța de greutate mg şi rezultanta forțelor de 
reacțiune ale articulației şi reazemului, 7. Deoarece nu există forțe de 


=> B(Rsin a) o 
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frecare, rezultanta reacțiunilor este orientată de-a lungul tijei şi reprezintă 
forţa centripetă F = m(Rsin a)” care asigură rotația bilei în jurul axei. 
Ecuațiile de mişcare ale bilei sunt: i 

T sin a = m(Rsina)o? 

mg —I cosa =0 
E 


o R 


De aici cosa = —8— şi a= arecos( 


oR 


) = 60”, iar t.e.m. a bateriei va fi 


2 

E=e=1B(Rsina} o=1BRo(1- cos! a)=tBRo (£) =0,6V 
2 2 2 oR 

Acum să considerăm că de la bun început deviem tija sub unghiul œ = 60° 
față de verticală, t.e.m. a bateriei este Æ = 0,6 V şi imprimăm tijei o mişcare 
de rotație cu viteza unghiulară œ = 5 rad/s (dată în enunț). În aceste 
condiții, mişcarea tijei va fi staționară, cu observația că tija trebuie să se 
rotească în sensul acelor de ceasornic, dacă privim sistemul de sus. 
Dacă punem tija în mişcare de rotaţie în sens invers, t.e.m. indusă şi cea a 
bateriei vor fi de acelaşi sens, intensitatea curentului prin tijă va fi mare, 
forţa electromagnetică va frâna repede mişcarea ga şi ea va reveni în 
poziție verticală. : 
Observație. La motoarele de curent continuu, care se rotesc fără sarcină, 
curentul de mers în gol, în ciuda-tensiunii mari de alimentare şi a rezistenței 
mici a înfăşurărilor, este foarte mic. Aşa cum se vede din această problemă, 
în înfăşurare, care se roteşte în câmp magnetic, apare o tensiune 
contraelectromotoare care compensează aproape total tensiunea de 
alimentare, iar curentul mic care circulă prin înfăşurare asigură existenţa 
forţei electromagnetice necesară doar învingerii unor frecări mici în lagărele 
motorului. 


60. Conform enunţului problemei, inductanţa inelului şi a întregului circuit 
pot fi neglijate. Conductorul OA se mişcă prin câmp magnetic, intersectând 
liniile de câmp, deci la capetele sale se va induce o t.e.m. indusă e, care va 
genera un curent electric indus i. Legea a doua a lui Kirchhoff aplicată 
circuitului se va scrie în acest caz astfel: 
E(D-e=ihR | 

unde s-a ţinut cont de regula lui Lenz referitoare la sensul t.e.m. induse. 
Pentru a calcula e putem folosi relaţia generală e = Blv, numai că în loc de v 
vom lua o viteză medie a punctelor de pe conductorul OA. Aceasta este 
media aritmetică a vitezelor punctelor de la capetele conductorului, 
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deoarece viteza de-a lungul conductorului variază liniar: v = ax, x fiind 
depărtarea punctului faţă de centrul de rotaţie. Aşadar: 


e = By, = = Br = Bras Sa 
2 


Privim acum sistemul dinspre dreapta, astfel încât liniile de câmp magnetic 
să fie îndreptate spre noi (fip.60R). Alegem o porţiune Ax din conductorul 
OA care se roteşte cu viteza unghiulară constantă œ. Asupra acestei porţiuni 
acţionează forţa de greutate a porțiunii şi forţa electromagnetică. Sensul 
forţei electromagnetice se stabileşte cu regula 
mâinii stângi, iar sensul curentului indus, cu regula 
mâinii drepte. Pentru ca rotația să se facă cu viteză 
unghiulară constantă, trebuie ca rezultanta 
momentelor celor două forțe să fie zero, sau 
momentele celor două forţe să fie egale. Deci: 
fig.6O0R Amgx cosa = Bi(1)Ax: x 

unde am notat cu x distanţa la care se află mijlocul porțiunii Ax faţă de 
centrul de rotaţie. De aici: 


i(7) = TET æl 
BAx 


A Am m . y 3 e a daf 
Conductorul OA fiind omogen, Ca = — şi reprezintă densitatea liniară de 
r | 
“masă, Deci 
m 
i(/) = PE cost 
Br 


Astfel, revenind la legea a doua a lui Kirchhoff, în final obţinem: 
Bor? ii 


E(t) = — cos! 


61. Conform enunţului problemei, masa conductoarelor se neglijează. Din. 


acest motiv putem afirma că forţa gravitaţională rezultantă care pune în 
mişcare sistemul nu variază cu diferenţa de nivel a tijelor orizontale şi este 


egală cu În —ma| g . Tot din enunţ, rezultă că asupra elementelor mobile ale 
sistemului acţionează forţe electromagnetice. Tensiunile electromotoare 
induse în cele două tije se însumează, deoarece o tijă se mişcă în sus şi 
celaltă în jos, are valoarea |e| = 2|v| LB și nu depinde de poziţia relativă a 
tijelor. Viteza mişcării staţionare a tijelor se poate afla din legile mişcării. 


Noi vom folosi legea conservării energiei, care duce mai repede la rezultat. 
În timpul mişcării tijelor, energia lor potenţială gravitaţională scade cu 
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viteza |n, —m|g|v| şi în acelaşi timp în circuit se disipă puterea termică 
e? / R. Egalînd cele două puteri, rezultă 
K ie |m — zi ae 
4Ľ B À 

62. Să arătăm mai întâi că ceea ce afirmă problema şi anume că inelul cade 
cu viteză constantă poate avea loc şi să vedem şi în ce condiții. Asupra 
inclului acționează forţa de greutate mg constantă. Deoarece viteza este 
constantă, rezultă că asupra inelului trebuie să mai acţioneze o forţă egală şi 
de sens contrar cu greutatea, astfel încât rezultanta lor să fie zero şi mişcarea 
inelului uniformă. Această forţă este forţa electromagnetică. 


În timpul căderii, suprafaţa inelului este traversată de un flux magnetic 


variabil, ccea ce implică apariţia unei t.e.m. induse şi în consecinţă a unui 
curent indus: 


-£ _1|d®| _ zD? |dB| _ aD? p |_ da] _ zD°kB,v 
ER Riad AR Var AR di 4R 


Pe fig.62R este arătat sensul curentului indus în inel şi sensul vectorului 
inducţie magnetică $ în locul intersecţiei inelului cu planul desenului, în 
dreapta centrului inelului. Sensul curentului indus a fost determinat cu 
regula lui Lenz. Pe acest desen sunt reprezentate forțele care acţionează 
asupra unei porţiuni mici a inelului: forța de greutate Amë şi componentele 
orizontală şi verticală ale forţei electromagnetice , 
E, şi Ë.. Condiţia de cădere cu viteză constantă 
este îndeplinită dacă F, =mg. Componentele 


orizontale ale forţei electromagnetice se anulează 

reciproc cu cele diametral opuse care acţionează 

emg asupra elementelor de inel. De aici rezultă: câmpul 

fig.62R magnetic trebuie să aibă o simetrie axială, axa de 

simetrie a câmpului trebuie să coincidă cu axul 

inelului. În afara de asta, deoarece în regim staționar intensitatea curentului 

prin inel rămîne constantă, rezultă că B, — componenta orizontală a 

câmpului magnetic nu trebuie să depindă de h. 

Cerința problemei se află uşor: viteza de variație a energiei potențiale este 
egală cu piiterea termică disipată a: inel, adică: 

e? 


mgv =— 
i R 


de unde , având în vedere relaţia de mai sus, rezultă uşor: 
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16mgR 
(748,0?) 


63. În timpul —7<r<0, cât circulă prin tijă curentul i(), asupra tijei 


trebuie să acţioneze forţa electromagnetică, orientată orizontal. Deoarece 
valoarea impulsului acestei forţe este 


| rar= j BLi(0dt = BLg 

-f 
pe baza legii variației impulsului se poate afirma că la momentul / = 0 când 
se termină trcerea sarcinii electrice prin tijă, aceasta trebuie să capete o 


„NR BLq m D £ 
viteză v, = — pe direcție orizontală. 
m 


Mai departe, sistemul se comportă ca un pendul gravitațional care oscilează 


cu pulsaţia o=, [e „ unde g este acceleraţia gravitaţională, iar H lungimea 
firelor de suspensie. Deci, dependenţa de timp a unghiului de deviaţie faţă 


de verticală trebuie să fie de forma a(/)=a,sinor. Deoarece proiecția 


vitezei unui punct care se mişcă pe un cerc de rază H cu viteza unghiulară 


da, PE. 7 ; ó i 
a aO pe direcția tangentei la traiectorie este v, = Ha(7), atunci 


dependența componentei verticale a vitezei de timp se poate scrie sub forma 
v(t) = v, sin a(7) = v,a(7), deoarece alt) <<1. 
De aici, avînd în vedere că în cazul oscilaţiilor Vmay = OA şi în cazul nostru 


Vmax = Vo şi amplitudinea A = Ha, rezultă v) = oHa, . Prin urmare, 


sin 201 


v(1) = Hâ(Da(1) = Haw cos wl -æ sin øt = 


Inlocuind aici & şi œ rezultă 


Vai” 
v(7) = sin 201 
2 [2H 


şi de aici având în vedere expresia pentru vo Şi că (Sin2 áX)max = 1, rezultă în 
final: l | 


v _ (Ba) 
Dina gH 
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64. Atâta timp cât comutatorul este pe poziţia 1, intensitatea curentului prin 
circuit este J} =U, / r, deoarece curentul nu circulă prin rezistorul R, acesta 


fiind scurteircuitat de cele două bobine ideale. După comutarea în poziţia 2 
curentul care exista în bobina L; îşi va păstra valoarea, circulând prin bucla 
fără rezistenţă realizată prin comutarea pe poziţia 2, iar curentul existent în 
bobina L; va fi obligat să treacă prin R şi 
astfel pe rezistor se va disipa o căldură 
egală cu energia iniţială existentă în bobina 
L , adică: 


9= 97 


fig.64R 65. În absenţa diodei, în circuit vor apare 

oscilaţii ale intensității curentului electric. 

Tensiunea pe condensator se va modios după o lege armonică. Valoarea de 

echilibru a tensiunii este U, = Uo. Amplitudinea oscilaţiilor (abaterea 

inițială) este de asemenea Uo. Dioda „taie” descărcarea condensatorului. 
Deci, tensiunea pe condensator este 2U. 


66. La conectarea condensatoarelor la-baterii va avea loc un proces rapid de 
încărcare. Legea a I-a a lui Kirchhoff dă: 


2U U= > h gS 
C 2 
În circuit se va degaja căldură (pe rezistenţele conductoarelor), am putea s-o 
calculăm, dar nu ne interesează. După conectarea bobinei, sarcinile de pe 
condensatoare se vor modifica însă suma tensiunilor de pe ele va rămâne 
aceeaşi, deci sarcinile suplimentare vor fi egale. Le vom nota cu O. Curenţii 
prin circuit sunt acum limitați (nu sunt aşa de mari ca la început) şi putem 
neglija căldura pierdută în prima perioadă a oscilaţiilor (tot ceea ce este 
c c interesant se va produce în această perioadă!). Lucrul 
mecanic al surselor este: 
L +L, =QU+0-2U =30U 
Energia inițială în circuit a fost 


. q? Ma 
fig.66R W, =2-33 
pi Biata vad 
Notând cu / intensitatea curentului prin bobină, legea conservării energiei 
ne dă 
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_(-0,5CU +0) „l0.scU +0) pL 

2C 2C 2 
Vom găsi acum intensitatea maximă a curentului prin bobină, Când curentul 
prin bobină este maxim, /max , t.e.m. indusă este nulă, tensiunile pe cele 


două condensatoare sunt U şi 2U, atunci Qi = 1,5CU şi conservarea energiei 
dă: 


W+L+L, = 


LCU2 +2CU? +3CU? = ACU? +2CU? Lu, | 
4 2 2 2 
De aici 
E SUA) Ss 
2L 


Sarcinile maxime (şi minime) se obțin pentru /= 0 ; atunci 


—0,5CU a 0.5 fr, 2 
Lcu:+0,U +0, 2u = SCU +2) 31 ,5CU +0,) 
4 a 2E 2C 


de unde rezultă Q? =3CUQ, , cu soluțiile 0, =0 sau Q, =3CU . Este clar 
că prima soluție ne dă valorile sarcinilor minime pe condensatoare, iar a 
doua ne dă valorile sarcinilor maxime. 
Deci sarcinile maxime de pe condensatoare vor fi: 

Omax, = 2,5CU 

Omax 2 > 3,5CU 


67. După închiderea întrerupătorului K4, intensitatea curentului staționar va 
fi: 


E 


R+r 
După închiderea întrerupătorului K2 bobina de inductanță 1» se va comporta 
ca un scurtcircuit, deoarece ea are o rezistenţă ohmică neglijabilă. Prin ea se 
va stabili curentul de scurtcircuit: 


1 


iar curentul prin prima bobină va scade până la zero. 
Conform legii a doua a lui Kirchhoff pentru ochiul care conține cele două 
bobine: e, + e = iR. Deci: 
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Scăderea curentului i, dă o valoare negativă a derivatei. Înmulţim aA 
obținută cu dt şi observăm că idt=dq , Poa =di, , Sai = di , 
Rezultă: 

(ada + li ])= 


Considerînd variațiile totale CĂ curenților în timpul proceselor şi trecând la 
variaţii finite, aflăm sarcina căutată: 


(a L ) 
Tat Rr  R+r 


68. In momentul închiderii întrerupătorului, prin rezistor va circula curentul 


CĂ 


de intensitate J} = , iar curentul prin bobină este nul. In continuare, 


+r 
curentul prin bobină va creşte până la valoarea intensității de scurtcircuit 


I„ =—. In acest timp, tensiunea între punctele A şi B va scade spre zero. 


a 
| 
Pentru un moment de timp oarecare al regimului tranzitoriu, putem scrie: 
di 
ap, = İR 
dt 
Inmulțind relația cu dt, rezultă: 
=Ldi, = Rdq 
Sumând membrii ecuației, trecem la diferențe finite: 
L 
—Ai, =å 
ip dl 


Este evident că intensitatea curentului prin bobină va deveni constantă, dacă 


t.e.m. autoidusă devine zero, adică curentul prin rezistor devine zero. În 
aceste condiţii, rezultă 


tai 
F 
Şi 
LLE 
dr Na 


69. După închiderea întrerupătorului K, prin rezistor va circula un curent 


a ; À Po tae l mn ; 
electric constant de intensitate Zp = To iar curentul prin bobină va creşte 
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m. SR A è nE: E a i 
liniar în funcție de timp, conform relației Z, (/)= DI „Până la momentul 


deschiderii întrerupătorului, pe rezistor se va disipa căldura IRT iar în 
LI, (7) 


2 
căldură, după deschiderea întrerupătorului. Deci 


2 2 2 2 
E E E“. 
o-(2) a (23 Pe 72 


bobină se va acumula energia 


„ care se va transforma complet în 


R 24 L 


Rezolvând această ecuaţie de gradul al doilea şi alegând soluţia pozitivă, 
rezultă: 


70. a) Asupra tijei acţionează forţa electromagnetică în sus şi greutatea în 
jos, deci: 


BII = 2mg 
E = 
Deoarece I = — , rezultă 
7 
Do = 2mg 
de unde 
BEI 
m = — 
2gr 


b) Dacă se rupe firul, forța electromagnetică începe să ridice tija. Aceasta 
duce la o variaţie a fluxului magnetic prin conturul închis şi la apariția unei 
t.e.m. induse, deci şi a unui curent indus. Prin urmare asupra tijei va acționa 
o nouă forță electromagnetică, orientată însă în sens opus primei, deoarece 
curentul indus are sensul contrar celui debitat de baterie (regula lui Lenz, 
sau regula mâinii drepte!). Viteza tijei va fi constantă când accelerația ei 
este zero, adică la atingerea stării de echilibru dinamic: 
BII = Bil + mg 
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cu sensul în sus. 


71. Vom considera că intensitatea curentului prin bobină, înainte de a se 
modifica curentul prin generator, este Jo. Generatorul a fost conectat cu mult 
timp în urmă şi curentul prin bobină a avut timp să se stabilească la valoarea 
lo. Imediat după creştrea bruscă a curentului prin generator la valoarea 3%, 
curentul prin bobină iniţial este Jo, apoi va începe să crească şi după un timp 
destul de lung va deveni 3/0. Tensiunea pe rezistor este egală cu t.e.m. 
autoindusă în bobină, de aceea, notând cu J curentul prin bobină şi cu Z cel 
prin rezistor, în acelaşi moment de timp, pentru un interval de timp At mic, 
putem scrie: 
-L = IR 
At 
sau 


—LAI, = IRA = RAg 
unde Ag este „porţia” de sarcină electrică care trece prin rezistor în 
intervalul de timp At considerat. Sumând pe un timp lung, obţinem 
-L(31 — 1) = Raa | 
de unde 
2L 
R l 
(semnul indică sensul de deplasare al sarcinii şi nu ne interesează). 
Răspunsul la prima cerinţă este puţin mai complicat. Suma intensităţilor 


curenților prin bobină şi rezistor rămâne constantă şi este egală cu 3/0. Deci 
putem scrie: 


! da 


sau 
—LA(31, —1)= RIA 


Înmulţim ecuaţia cu /, pentru ca după sumare să obţinem căldura totală O 
care se disipă pe rezistor într-un timp foarte lung: 


-LIA(31 —1)= RIA 


Desfacem membrul stâng, în sumă de doi termeni şi sumăm pe un timp 
foarte lung: 


2 2 2 
Q=-YLIA(31)+ È LIA(I) sosa) Ei 4LI 
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72. După închiderea circuitului, elementul neliniar începe să funcţioneze pe 
porţiunea 1-2 a caracteristicii. În aceste condiţii, ecuaţia care descrie variaţia 
intensității curentului din circuit în funcţie de timp va fi: 

di 


7 Ser) A 
Lipa “o 


din care rezultă că LI =Uyt, adică imediat după închiderea circuitului 


intensitatea curentului prin circuit va începe să crească direct proporţional 
cu timpul. Creşterea curentului va continua până la momentul de timp 


= L , adică până când starea elementului neliniar va deveni starea 2 din 
0 

graficul I(U) din enunț: Începând cu acest moment, creşterea curentului prin 
element nu mai este posibilă. Mai departe, tensiunea pe bobină începe să 
scadă, iar cea de pe elementul neliniar să crească. Ca urmare, elementul va 
trece foarte repede prin stările 2-3 şi ajunge rapid în starea 2”, deoarece 
starea elementului pe porţiunea 2-3, unde rezistenţa sa electrică este 
negativă, este instabilă. Deoarece intensitatea curentului electric prin bobină 
nu se poate modifica instantaneu, curenţii în stările 2 şi 2” sunt egali: 
I, = 1," (amintim că în timpul tranziţiei 2-3-2”, curentul prin circuit . se 
păstrează constant datorită şi aşa numitor „capacităţi parazite”, pe care le au 
în mod obligatoriu toate elementele circuitului). După ce sistemul ajunge în 
starea 2”, elementul neliniar va funcţiona ca o baterie ideală cu t.e.m. egală 
cu —2U, .De aceea, ecuaţia care descrie variaţia intensității curentului prin 
circuit , are acum forma: 


Id SU =A SR 
dt 


De aici rezultă că LAi = UA, adică intensitatea curentului prin circuit se 
va modifica în funcţie de timp după o lege liniară. După timpul 
pa LU -1,) 

pe 
curentului va deveni egală cu /, iar 
elementul va ajunge în starea 3, de 
unde foarte repede va trece în starea 
3" prin porţiunea instabilă 3-2. Din 
acest moment, intensitatea curentului 


va începe să crească din nou de la 
valoarea /; la valoarea J conform 


intensitatea 


fi9.72R 
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pe, „E A — : : Ă X 
ecuaţiei Dale , şi după timpul 7, sistemul ajunge din nou în starea 2, 


după care totul se repetă. 
Astfel, intensitatea curentului prin circuit se va modifica în funcţie de timp 
sub formă de „dinţi de ferăstrău” (fig.72R), cu perioada 

2L(L -I 


0 


73. Deoarece voltmetrul are rezistență electrică foarte mare, curentul prin 
bobina 2 este foarte mic (e ca şi cum bobina ar avea capetele libere — 
funcţionare în gol). Fluxul magnetic prin bobina 2 este de cinci ori mai mic 
decât prin bobina 1, adică numai 20% din liniile de câmp magnetic ale 
primei bobine o traversează şi pe a doua. Asta se vede din raporul 
tensiunilor la bornele celor două bobine identice. 


En dili 20 ap ere UN: = Du 
e, +u, =0 e, îi 0,2 D, 
deoarece | 
u, (> Epai b, Lar TA, 
di d! A 


unde am considerat la momentul inițial, Po = y =0. 


În cazul al doilea, fluxul magnetic total prin bobina 2 este nul. În circuitul 2 
există o tensiune electromotoare 

1 Op L 2f a, L indusă generată de fluxul inductor 
10  (D,, pe care o notăm cu e;. Această 

uav A aO, 2N. t.e.m. generează un curent electric 

I? care produce un alt flux ce 
generează o t.e.m. autoindusă, e2. 


L Ta Legea a doua a lui Kirchhoff dă: 
j: Lia = &+6=0 (R=0) 
fig.73R e, =-6 

dp,' 
A A => 0,'=-0,=-0,29, i 
di dt 


unde am considerat din nou, toate fluxurile magnetice inițiale egale cu zero. 
O fracțiune 0,2 din Q,'ajunge şi în bobina 1. Deci fluxul magnetic total 
prin bobina | va fi: 


D, = 0,+0,20,'=0,—0,2:0,20, = 0,960, =0,96[1, = LI, 
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Deci 
L =0,96L 


74. Pe fig.74R este reprezentat circuitul descris în problemă, unde / 
reprezintă intensitatea curentului electric prin bobină, iar J, — intensitatea 
curentului de pierderi. Egalând tensiunea de pe condensator cu t.e.m. 
autoindusă, avem: 


aaa 
d! 
Pe de altă parte 
pi O=CU 
2 a, 
C,R k, L di, M. 
U=1,R 
| | | Din relațiile de mai sus se obține: 
I d? l dO 1 
fig.74R ZAL, o0 


d? RC dt) LC™ 
Aceasta este binecunoscuta ecuație a oscilaţiilor amortizate, a cărei soluție 
este 


O =Q E| cos(ot +o) 


în care 
m a Jo =o me ; car Es 
| 2RC TC 
Perioada oscilaţiilor este deci 
gi dei E 
w o SA 


şi este puțin mai mare decât perioada oscilaţiilor proprii, 
27 


T =2 =27Ņ\LC (în circuitul oscilant ideal). Condiția de existență a 
0 
. .. . 2 2 s Sici 1 JE, 
acestor oscilaţii amortizate este a, > ô“, adică R>— G: 


75. Fie Q — sarcina de pe sferă la un moment dat, iar / — intensitatea 
curentului electric care se scurge prin bobină în pământ. Putem scrie: 
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di Aner 


Variația sarcinii de pe sferă este dQ = dQ. + dQ; , unde dQ, = nent? vdt 
reprezintă variația (creşterea) sarcinii datorată fascicolului incident de ' 
electroni, iar dO, =-—ldr reprezintă variația (scăderea) sarcinii prin 
scurgere în pământ, prin bobină. Astfel, | 
dO =nerr vdt — Idt 

De aici 

2. =nerr’v-I 

d! 


Derivând această relaţie în raport cu timpul şi având în vedere prima 
formulă, rezultă 


2 
Lica au Spa =0 
di” 4ne,rL 


Aceasta este ecuaţia unor oscilaţii armonice cu pulsaţia œ = 


l 
A fare, rL 


La 


al „d 2 
momentul inițial O = 0 şi 2 = nezr“v , de unde 


O Z O sin ol 
în care, sarcina maximă este O = nent’ v [AncarL . 
Folosind relațiile de mai sus se află şi curentul prin bobină: 
I = nezr’v(1- cos œt) 


Graficul acestei funcții este dat pe 
fig.75R, unde 


T= E sa 274 [AnearL şi 
© 


Luz = NEAT? V 
În circuitul prezentat în această 
problemă, condensatorul este 
TA reprezentat prin sfera conductoare, 
: cealaltă armătură fiind pământul. 
Capacitatea unci sfere este C=4zer, de.aceca formula perioadei 


oscilaţiilor se poate scrie şi sub forma obişnuită 
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PAE dh [anca = 22NLC . 
(42) 


Mai subliniem că într-un circuit oscilant obişnuit, condensatorul se încarcă 
şi se descarcă prin intermediul bobinei, iar aici se descarcă prin bobină şi se 
reîncarcă cu ajutorul fasciculului de electroni. 


76. Fie x — distanţa la un moment dat dintre armătura din stânga şi stratul 
desprins (vezi fig. din enunţ) şi qı şi q2 sarcinile electrice la momentul 
respeciv, de pe cele două armături. Conform legii conservării sarcinii 
electrice, putem scrie: 
q+q +q2=0 

Tensiunea pe condensator este 

U=Lix+ E (dx) 
unde 

d MINA 


i 255 26,5 = 265 

reprezintă intensitatea câmpului electric dintre armătura din stânga şi stratul 
încărcat, iar 

E IM O „> AIE A 

255 2895 2895 

reprezintă intensitatea câmpului electric dintre strat şi armătura din dreapta. 
Astfel, se obţine: 


277 


SII (d GT 
D005 O 2605 


Egalăm această tensiune cu tensiunea autoindusă: 
di q+2 
DAF 4 (4-20) 
dt 285 De 
i fiind valoarea instantanee a intensității curentului prin bobină. 
daq, ' 


A. ar P. SE dx 
Derivăm relația în raport cu timpul şi ținem cont că v = E Ei 
“dl 


sau 


Ji sl (-2) 
de esSLl d 
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Notând y=i E , rezultă 


dijarng ud | 
ara AS r 
Aceasta este ecuația oscilaţiilor armonice, a cărei soluție este funcţia - 
d 
i- Le = JI cos(ar +), unde o° = —— 
d E& SL 


Având în vedere că în momentul inițial (= 0), i= 0 şi Be = 0, obţinem că 


v Fi y A aride Rae 
J a şi ọ = 0. astfel, pentru / < —, intensitatea curentului din circuit 
v 


variază după legea: 


i() = SA —cosal) 


d [| 
unde w= — 
ESL | 


Observăm că variațiile intensității curentului se pot considera ca oscilaţii 


s E. | 7 AS PNI IE { E 
numai dacă t > T, adică —>24,4 P In circuitul analizat, mişcarea 
v : i 
stratului încărcat, cu viteză constantă, nu influenţează asupra perioadei 
oscilaţiilor create, dar această mişcare crează aceste oscilaţii şi determină 
amplitudinea lor. 


77. Fluxul magnetic prin oricare spiră a bobinei este acelaşi (câmpul 
magnetic nu se împrăştie), de aceea tensiunea U, pe condensatorul de 
capacitate electrică C, este totdeauna de două ori mai mare decât tensiunea 
U, pe condensatorul de capacitate electrică C4: l 


U, =2U, 
În momentul inițial, adică imediat după închiderea întrerupătorului K, 
sarcinile de pe condensatoare se redistribuie astfel încât să fie îndeplinită 
legea conservării energiei şi relația scrisă mai sus, între tensiuni. Astfel, 
dacă Uj este noua tensiune pe primul condensator şi Us” - noua tensiune pe 
cel de-al doilea, atunci: 
CU, = CUg +CUs = CU +2CUg =3CUs 
De aici: 


Electricitate şi magnetism — probleme...captivante 3/13 


U=7U  Uj =U, 
Deoarece 
dq, dU. dU, 
lI. == =C— şi — 
Ci 7 a i - 
rezultă (fig.77R a): 
fig.77R,a Ic, = =21c, = 2lc 


Fluxul magnetic total prin toate spirele bobinei 


este egal cu suma fluxurilor ®, şi O, prin spirele primei, respectiv celei de- 
a doua jumătăţi: 


0=0,+0, = LEI) =Q e)= ŽL 


Având în vedere că 


rezultă 


Aceasta este ecuația oscilaţiilor armonice cu pulsația œ, = 


CECA 1” RR Da 
di. C, 

dU d 

dr? SC? 


La 


2 
Tna 

haai i 2 
momentul iniţial (t = 0), U, = Se 
, de aceea expresia de variaţie a 


tensiunii pe condensatorul superior . 
este 


U, = u, cos l 


Perioada oscilaţiilor este 


E AAT 
Oo 
fig.77R,b Graficul funcției U»(7) este dat î 


fig.77R,b 
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78. Când intensitatea curentului din circuit atinge valoarea amplitudinii sale, 


. dI a ; 
I = Ima , atunci Z0 . În aceste momente de timp Uc = RI, deoarece 
[i x 


d = =0, 
d! 
Energia în circuit în aceste momente de timp este 
2 2 
Wat cU? -ip (L+CR?) 
2 2 2 


Căldura disipată cerută este: 


O =W -W, = (LCR)? 12) 


79. Exprimăm semnalul sub formă de sumă de trei componente armonice: 
E = E, cosœt(1+acosot)= 


=E; coset +t cos (o, -0)t+ e coste +a.) 


Propagarea unei unde monocromatice de-a lungul axei Ox este descrisă de 
funcţia: 


= 27 O 
E(t, x) = E cos (or -Zx = Eo cos[ or -2x) 
A; c 
unde c este viteza de propagare a undei cu pulsația œw. Aplicăm această 
formulă semnalului nostru, luând în considerare şi formula pentru viteza de 
propagare din enunţ. Obţinem: 


3 DOTON 
E(t, x)= Er cosl ox ei a, (a p ul ) =). 
i C 


o Co + yO, 


E a ta) 
+20 cos (ko) Eat ae 
2 Co 370, 
Mai departe, simplificăm această expresie, folosind aproximaţiile 
LL ei (E. 
Co 


<<1. În aceste condiţii: 
% 
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AOL, 

(2, —a)x xo O af: O, -y2) 
Co + y0, Co Ip Co O Co 
Co 
atas afuera) 
Co — yO Co Oo Co 


Folosind acum relația care transformă suma de cosinusuri în produs, rezultă: 


o a, (o w 
E(t, x) = E, cos| œt -—c || 1+acos| œt -—x Lp 
Cc GAOS ce 


Viteza de propagare a semnalului se poate afla din condiţia de constanţă a 
fazei (punând-o de exemplu egală cu zero). În final, rezultă că viteza de 
propagare cerută a înfăşurătoarei (a semnalului util) este: 


80. Se pot analiza, pe rând, toate variantele posibile (fig.80R), dar ar lua 
foarte mult timp. 

Frecvența proprie a circuitului 
oscilant format din L şi C este 


1 50410 


Vp 2 = = 50,354 Hz 


i E 2r LC să ir 

Ș şi este foarte apropiată de frecvenţa 
= | tensiunii de alimentare. Aceasta 

(NEI RE i 


arată că circuitul oscilant 
funcţionează la o frecvenţă 
apropiată de cea de rezonanţă, deci 
- prezintă o impedanță mare. Astfel 
ni9.soR l se sugerează folosirea variantei 6 
pentru a obține curentul cel mai 

mic prin rezistor. l 
Pentru a obține curentul maxim, poate părea că este avantajos să se 
conecteze rezistorul în serie cu bobina şi condensatorul (varianta 1), 
deoarece bobina în serie cu condensatorul au o impedanță mică (Xz — Xo). 
_Dar nu e varianta cea mai bună, este chiar mai rea decât în cazul în care am 
conecta rezistorul direct la sursă. Varianta cea mai bună este de a conecta L | 


şi C în serie şi apoi la sursă (Z va fi Xz — Xo) şi fiindcă Xc = 318 Q şi X= 
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314 Q, tensiunea pe C este puţin mai:mare şi conectăm rezistorul în paralel 
cu C, adică varianta 5. 

Acum ne apucăm de calcul, folosind metoda numerelor complexe 

Varianta 6. 


u da dul 1 E ai 
Z Zi Za JX Je Xp de 
Z=R-j Arde 
A Ade 
2 
Z= R? $ 92.9 
Xr- Xe 
Numeric se obține Z = 22393,61 Q, de unde 
Linas = A =44,6 uA (amplitudinea intensității curentului minim) 
Varianta 5. , 
Ze —jĂcR 3 Z = JX, — JĂcR 1=% 
R- JĂc R-jăc Z | 
Li 7 ? J ' 
E 1 Zei pa E m i 
Ā i R RaR 
Câteva calcule elementare conduc la relația 
p UX + 


l (Xi Xc} +R (X, -Xoy 
ceea ce dă, numeric: 
În = 3,18 mA (amplitudinea intensității curentului maxim prin rezistor) 
81. Fie Z'impedanța complexă a grupării LC paralel. 
Z'= EIN "JX, = —Jă Xe 
E j(X: -Xe) X, -Xe 
Impedanţa totală va fi: 


Tensiunile complexe sunt: 


T ROUE zi 
(pie: JX, i-a, i CA cra 
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U ENA Xe 
ZE igo DC 
a = Xe 
i i Ar —-2Xe 
unii? 
oL 
O soluție trivială ar fi: 
Xe >X, > Pen E În acest 
oL 


caz, prin condensator circulă un curent 
aproape nul şi, evident, U, = Uz (curenții 
prin bobine sunt egali). 


82. Se poate încerca o rezolvare în 

‘complex, dar se va ajunge la studiul 

unor funcții destul de complicate 

d.p.d.v. matematic, aşa că vom folosi 

abordarea fazorială. Diagrama 

i fazorială a circuitului este prezentată 

fig.82R,a în fig.82R,b. Pe baza cunoștințelor de 

geometrie elementară şi folosind 

axele alese ca în fig.82R.b vom 
putea face următoarele calcule: 


U=0"+U,=U,+U,+U, 
U, =U, +U, cosa 


U, =U,sina +U, 


; 2 2 2 
2  fig.82R,b U“ =U; +U; 
Ù? = (U, +U, cosa} +(U; sina +U, Y 


` Folosind în această relație 


1 1 
UIEN EO ră 
L L=Y afp x? L 
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ia L = UX, şi 
1 p 2 
J +I J? +R? 


R : k 
— =clga (deduceți această relație!), 
X, 
după mai multe calcule se ajunge la expresia 


l+sin gcosa 
U? =U? (Hressar) 
cosg 


Mai departe, folosind şi relațiile precedente, se obține uşor: 


U =U cosg 
j 1+ sin acosa 
U 
U, = 7 
© l+- 
sin 20% 


Fiindcă avem de-a face cu valori 
efective ale tensiunilor indicate de 
voltmetre, trebuie studiate modulele 
acestor expresii. Graficele acestor 
module în funcţie de defazajul a 
sunt prezentate în fig.82R,c (unde 
am considerat U = 1 V). Din grafice (curba continuă reprezintă U,, iar cea 
punctată U2). Se obţin următoaarele concluzii: 


fig.82R,c 


U mx =1,092 7 -penru a=2,544radll 146° 
U, = 0,617 V 

ŞI 
Umax =0,707 V pentru œU 2,35 rad =135 


U, =0,999V x17 =U, 


Aceleaşi concluzii se pot stabili şi prin studiul analitic al funcțiilor, sau prin 
orice alte metode. 


83. Vom nota cu cu Z' şi Z"impedanţele celor două grupări paralel. Deci: 


Za JXR a Za 2 JĂCR 
RAWA, D RORE 
Z=Z'+ "= JX, R AR 
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După câteva transformări elementare se ajunge la expresia impedanței 


complexe: 
R (X? + 2 + 237 Xe + RU -Xc (R -X,Xc) 
Z = Ri 
F (R +X} (R + Xè) 


a : „pai U 
Deoarece intensitatea curentului indicat de ampermetru este I =7 „este 


clar că indicaţia nu va mai depinde de æ, dacă nici impedanţa nu depinde de 
œ. Acest lucru poate avea loc când impedanţa circuitului este pur rezistivă, 
adică partea imaginară a impedanţei complexe este zero. 


Dacă X; = Xc se ajunge la Z = RX? , adică Z depinde de o. 
Dacă R° = X,Xc se ajunge la Z =R. 


Deci soluția este că / este independent de œ, dacă Z = R, ccea ce se întâmplă 
dacă R? = X,Xc. Cu alte cuvinte: 


R =0L E” = L 
oC C 
de unde 
2 
L= RON — 
84. Impedanța complexă a circuitului este 
Z=R+joL PEG =2, 
i æ LC-1 


unde R este rezistența becului. 
Becul luminează minim dacă intensitatea curentului electric prin el este 
minimă, adică impedanța circuitului este maximă. Impedanța maximă este 
egală cu infinit şi se obține când numitorul părții imaginare este zero. Cu 
alte cuvinte becul luminează minim pentru pulsația 
l 
o =— 
LC 

Becul va lumina maxim dacă impedanța va fi minimă, adică partea 
imaginară este zero. Cu alte cuvinte, becul luminează maxim la pulsaţia 

cra 

= MIE 

De aici rezultă 


o, = 0,7 sau v, =v, V2 = 6002 = 850 Hz 
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Câteva observaţii merită să fie făcute. În primul rând, elementele de circuit 
s-au considerat ideale, altfel nu se observă un minim net de luminozitate a 
becului. Pe de altă parte, becul va lumina maxim nu numai la această 
frecvenţă ci şi la alte frecvenţe, foarte mici din domeniul sonor, pentru care 
reactanţa inductivă a bobinelor este foarte mică, iar reactanţa capacitivă a 
condensatorului foarte mare, astfel încât curentul prin condensator să fie 
aproape inexistent. Şi asta este numai în teorie, pentru că în practică, un 
generator de audiofrecvenţă, la frecvenţe foarte mici s-ar putea să nu poată 
genera un curent suficient pentru o sarcină cu rezistenţă mică. 


85. Puterea becului | până la închiderea întrerupătorului este 
P=(PR) 
unde w=, iar parantezele unghiulare înseamnă media în timp. De 


aici, având în vedere că valoarea medie a funcției cos? pe o perioadă este 
v, rezultă: 


8R | 
După închiderea întrerupătorului, prin bec circulă curent electric doar pe 
durata fiecărei semiperioade. De aceea puterea becului 1 după închiderea 
întrerupătorului va fi: 


1 E? 
P'=(PR)= 2 
(R) 4R 
Rezultă 
Raan 
P 


86. Ca de obicei, la rezolvarea problemei vom neglija pierderile din 
condensatoare şi inductanțele conductoarelor de legătură. Vom considera că 
circuitul îndeplineşte condiţia de cvasistaţionaritate, adică prin orice 
secţiune transversală a unei laturi de reţea, intensitatea curentului are 
aceeaşi valoare. De asemenea, vom considera că toate elementele circuitului 
sunt conectate între ele cu mult timp în urmă, astfel încât toate procesele 
tranzitorii, deja s-au terminat. Conform enunţului, rezistenţele electrice ale 
conductoarelor de legătură sunt neglijabile. 

Având în vedere că rezistenţa ampermetrului este nulă, se arată uşor că la 
sursa de tensiune alternativă, prin intermediul rezistorului R este conectată o 
grupare de condensatoare cu capacitatea electrică echivalentă egală cu 2C. 
Astfel, intensitatea curentului prin baterie va fi: 
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Uo 
h= - 
3 z 
Je +(20C) 
Având în vedere valorile 
k 2c 2c 2c E P 

capacităților electrice a 
Ief condensatoarelor din. schemă 
u,sinot ajungem la concluzia că 
intensităţile curenților prin 
ASER elementele schemei sunt cele 


| indicate pe  fis.86R. Deci, 
amplitudinea intensității curentului care circulă prin ampermetru este de 8 
ori mai mică decît Jo. Deoarece valoarea efectivă este de PE ori mai mică 
decât valoarea maximă, rezultă în final valoarea cerută a intensității efective 
prin ampermetru: 
CU, 


42480 CR? 


87. Considerând toate elementele de circuit ideale, condiția de 
cvasistaționaritate îndeplinită şi fenomenele tranzitorii încheiate se pot 
folosi relaţiile cunoscute: 


a 

3 , —— 

(or) p sabie E 
wC 


R 


I= 


Puterea instantanee este 
POEUN =U lsin or sin (ot -p) 
Deoarece 
cosp —cos(2øt-p) 
2 


şi având în vedere că valoarea medie a unei funcţii armonice pe o perioadă 
este zero, rezultă că: 


sin orsin(o/-9)= 


Ul cosp _ Ucosø _ _ Ug cos? p 


2 AG + Rtg o 2R 


p= tarcos Ai = +45 
A Uo 


P= 


De aici: 


| 
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88. Vom folosi informaţia din enunţ care spune că tensiunea pe condensator 
rămâne practic constantă. În intervalul de timp 7, cât timp tensiunea pe al 
doilea rezistor este Uz , prin condensator circulă un curent care în medie 


k U, Uc ja . . . 
este 7, =—-—. În acest timp sarcina condensatorului creşte cu: 
2 1 


În timpul 7 — z, când tensiunea pe al doilea rezistor este nulă, condensatorul 


. i Uc . 
se descarcă prin rezistorul Ry. Curentul mediu prin el este /, = şi 


i 
sarcina pe condensator se micşorează cu: 


h =1,(T-r7)= N 7) 


Deoarece într-o perioadă sarcina ATLAN nu se modifică, înseamnă 
că variațiile Aq, şi Ag, trebuie să fie egale: 


R, i 
De aici: 
RT 
IM = =. 
Q R,T Li 2 


89. În regim de mers în gol, tensiunea U la bornele redresorului bialternanţă: 
se modifică în funcţie de timp după o lege al cărei grafic este reprezentat pe 
primul desen din fig.89R. Dacă întrerupătorul K, este închis, voltmetrul 
indică valoarea medie a acestei tensiuni, adică U, = 12 V, mai mică decât 
valoarea amplitudinii tensiunii U(7). 

Dacă ambele intrerupätoare sunt închise, acumulatorul pus la încărcat este 
conectat “în opoziție” cu redresorul (altfel el nu s-ar încărca). De aceea în 
momentele de timp în care U(t) < Uo, diodele redresorului sunt închise, prin 
ampermetru nu circulă curent, iar pe voltmetru se aplică tensiunea 
acumulatorului U = 12,3 V. În momentele de timp în care U() 2 Uo, 
diodele sunt deschise şi tensiunea instantanee la bornele voltmetrului este: 
U(D). Astfel, intensitatea curentului prin ampermetru şi acumulatorul cu 
rezistenţa internă r, este în orice moment de timp egală cu: 


= U r 7 
pna bula | unde U (N= ° pentru U(t)<U, 
i U(7) pentru U() ZU, 
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fig.89R 


De aici rezultă: 


_U.z0 


Pe desenul de la mijlocul fig.89R este 
reprezentată tensiunea la bornele 
redresorului U(7), tensiunea constantă a 
acumulatorului Uo, precum şi tensiunea 
U(f) (printr-o linie îngroşată). Curba 
pentru tensiunea U2(7) se obține prin 
“tăierea” părții de jos a graficului U(r) de 
către dreapta orizontală U = Uo. 

Tensiunea U, = 12,8 V pe care o indică 
voltmetrul dacă ambele întrerupătoare sunt 
închise este egală cu valoarea medie a 
tensiunii U, (t), iar intensitatea curentului 
l, = 5A, pe care o indică ampermetrul în 
aceleaşi condiții este valoarea medie a 
intensității curentului /(/) (al cărui grafic 
este pe ultimul desen din fig.89R). Mediind 
relația de mai sus pe o perioadă, găsim: 
(10r =U: 0)-UV © lr=U,-U, 


| =0,1Q 


2 


90. Temperatura filamentului variază datorită variației puterii termice 
instantanee disipate într-o perioadă a curentului alternativ prin filament. Să 
presupunem că tensiunea aplicată becului se modifică după legea: 


u(t) = U, cos œt 


unde w = 2v este pulsaţia tensiunii alternative. În timpul foarte mic Af, pe 
filament se dezvoltă căldura dată de legea Joule-Lenz: 


Zi 


U 2 
50 = oaa æl- At 


iar în mediul exterior se disipă căldura PA/. Diferența acestor două călduri 


se foloseşte pentru 


încălzirea  filamentului (adică pentru creşterea 


temperaturii cu AT, dacă AT< 0, atunci LE bu se răceşte). Ecuația 


bilanţului termic va fi: 


N 


de unde 


L cos? Øl — r) At = mcAT 
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Gri EO AT 

— += cos 2øt — P = me — 

2R 2R 

Mediem mebrul drept şi stâng al ecuației obținute pe o perioadă. Ştim că 

valoarea medie a funcției cos2at pe o perioadă este zero şi de asemenea 

(27)- 0, deoarece în medie temperatura filamentului rămâne constantă. . 
í 


De aceea, valoarea medie a puterii termice care se disipă de către filament 
este: 


2 
(Pj= ap 
2R 
Folosind aceasta, rezultă: 
Ape 
— = — cos 2ol 
: At mc 
de unde 
5 | 
T=T+ sin 20! 


2ømc | 


mo RAT m e i 
Unde T, = =—= este valoarea medie în jurul căreia oscilează temperatura 
0 2 d 


filamentului 7. Din relaţia obţinută se vede că oscilaţiile temperaturii se fac 
cu o frecvenţă dublă v'=2v=100 Hz, aşa cum se spune şi în enunţ. 


Intervalul de oscilație al acestei temperaturi este 
LP 
amc 


7-7, = 
de unde găsim masa filamentului: 

m = ie = 0,008 g 

2avc(33 = 1) 


91. Suprafaţa inelului este străbătută de un flux magnetic variabil creat de 
câmpul magnetic exterior. Deoarece inductanţa inelului se neglijează, 
înseamnă că nu se iau în considerare efectele de autoinducţie datorate 
curentului variabil indus în inel de fluxul magnetic exterior variabil 


P(A) = aR B) = aR’ B, sinoat . 
Tensiunea electromotoare indusă este 


le] = = mR’ B w cos øt 


ir intensitatea curentului prin inel 
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pat i mR’ B o cosol 
d d r 

Asupra elementului de inel de lungime A = RA, unde Aa este un unghi 

la centru mic care cuprinde între laturile sale elementul de inel AI, 

acţionează forţa electromagnetică 


mR Bœ cos øl pys mR Bo sin 201 
r 2r 

Forța electromagnetică acționează asupra elementului A/ pe direcție radială 

şi conform relației de mai sus are perioada de 2 ori mai mică decît cîmpul 

magnetic. Prin urmare, ea va acționa un sfert de perioadă într-un sens, jar 

următorul sfert în sens contrar. Ca urmare în inel va apare o tensiune 


AF (t) = B(Di(DAI = B, sin øt Aa 


mecanică. 
AF Valoarea maximă a acestei forţe este 
3/72 
TR ByoAa . TATE 
AF „x = ———— şi ea este echilibrată 
2r 


de rezultanta tensiunilor mecanice care 
acţionează la capetele elementului A/ 
(fig.91R). Această rezultantă este 


fig.91R 2T sin x = TAa .Din egalitatea 


AF = TAG şi condiţia impusă de problemă pentru ruperea firului, 7 > F 
„rezultă uşor: 
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mI? BÈ 


92. Notăm cu e; tie.m. indusă în primarul P, (vezi fig. din enunț), cu ez 
t.e.m. indusă în secundarul S; şi U}, respectiv U» tensiunile pe secundarul S, 
şi primarul P> legate în serie. Putem scrie: 


di 
e = Lp 
Å di e), e_n Ni pa 
oii): di, e Lsa Na 
2 s2 


Deci 
e, =e,k” 


Inlocuind în e, +e, =U, obţinem: 
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= U, 
e,(1+k°) =U; > e = a 
şi 
U,k? 
e 7 
l+k 
Pe de altă parte, 
EE U === Yak 
U, k l+k 
k 
Sael => Up ke = Cor, 
e, l+k 
U =U, +U, 
În final, 
_ 2kU, 
1+k? 


Numeric, se obține U = 103,53 V. 
7 | 

93. Dacă întrerupătorul din circuitul secundar este deschis, transformatorul 

se comportă ca o bobină de inductanță Lı. Pulsaţia oscilaţiilor 

electromagnetice într-un asemenea circuit este 


„SPL 
ze 
De aici se poate afla Li: n. 
I 
=——-L 
oC 


Fie acum ambele întrerupătoare închise. În aceste condiții, în circuit sunt 
posibile două feluri de oscilații electromagnetice armonice: primul — când 
intensităţile curenților care circulă prin înfăşurările transformatorului sunt 
egale ca amplitudine şi în fază; al doilea - când intensităţile curenților care 
circulă prin înfăşurările transformatorului sunt egale ca amplitudine, dar 
sunt în contrafază. În primul caz fluxurile magnetice prin miezul 
transformatorului se vor aduna. De aceea, t.e.m. indusă în înfăşurările 
transformatorului se va dubla faţă de cazul în care întrerupătorul era 
deschis, ceea ce se poate privi ca o dublare efectivă a inductanţei înfăşurării 
transformatorului. Pulsaţia oscilaţiilor, în acest caz, va fi: 
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ZA Ta TEER WY V-LE 


În al doilea caz, fluxurile ET prin miez se vor scade şi se vor 
compensa , de aceea nu va exista t.e.m. indusă în înfăşurări. În aceste 
condiţii, inductanţa transformatorului se poate considera nulă şi pulsaţia 
oscilaţiilor va fi: 


l 


w. 
î VIC 


94. Conform enunţului, împrăştierea fluxului magnetic în miez trebuie 
neglijată. Aceasta înseamnă că oricare spiră a înfăşurării transformatorului 
este traversată de acelaşi flux magnetic O. În aceste condiţii, valorile 
tensiunilor electromotoare induse în bobinele primară şi secundară sunt: 


e Enea > Cam aci 

dt di 
Din i secundarul este în gol. Deci prin el nu circulă curent electric, iar 
fluxul magnetic prin- această bobină este creat doar datorită curentului 
electric prin bobina primară. Diferența de potențial dintre capetele 
secundarului în gol, atunci când primarul este conectat la un generator de 
tensiune sinusoidală cu frecvența v, se modifică după o lege armonică. 
Deoarece valoarea diferenței de potențial între capetele secundarului în gol 
este egală cu t.e.m. indusă în această bobină, atunci fluxul total prin această 
bobină, N», trebuie de asemenea să se modifice după o lege armonică. Prin 
definiţie, inductanţa primarului, Lı şi fluxul magnetic prin el N. sunt 
legate între ele prin relaţia NO = Li, unde i, este intensitatea curentului 


prin primar. Conform enunţului, se consideră constantă permeabilitatea 
magnetică a miezului şi vom considera constantă şi geometria înfăşurării. 
Deci, inductanţa se păstrează constantă, de aceea şi curentul prin această 
înfăşurare (primar) trebuie să fie de asemenea sinusoidal. 

Aşa cum rezultă din enunţ, amplitudinea U a tensiunii aplicate primarului 
este mai mare decât amplitudinea Uj2 a tensiunii la bornele secundarului în 


gol împărţit la factorul de transformare 5y „iar pierderile lipsesc. In aceste 
1 


` condiţii rezultă că bobina primară prezintă şi o rezistenţă ohmică pe care 
există o cădere de tensiune. Prin urmare se poate scrie 


u ` LU sinøt 
NO = Li = h == 


Je +X? Je AXA 
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De aici 
fa do _ Un cosol 
2 2 
dt JR +X} 
Aşadar amplitudinea tensiunii induse este 


(oi 


zia UX 1 
n RAS, 
l NE 
Deoarece Up = E, = —4, 
N, 
obținem 
aid [a a 
An NU aL 
De unde 
L_a EN 
Ra: 


Considerând că după modificarea frecvenţei generatorului inductanța Lı nu 
se schimbă , obţinem în mod analog; 


95. Dacă se conectează la reţea transformatorul având în secundar - 
rezistorul, atunci prin ambele bobine (primar şi secundar) va circula curent 
electric. Conform enunţului, pierderile în transformator şi împrăştierea 
câmpului magnetic se neglijează. Cu alte cuvinte trebuie să considerăm că 
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toate liniile de câmp ale câmpurilor magnetice create de cele două înfăşurări 
traversează toate spirele acestor înfăşurări. De aceea, având în vedere că 
inducția câmpului magnetic, creat de un curent electric printr-o bobină este 
proporţională cu numărul de spire N şi cu intensitatea curentului electric i(?), 
atunci fluxul magnetic prin ambele înfăşurări este: 
P) =(N i+ N, (N )æ 
unde a este un coeficient de proporționalitate care depinde de dimensiunile 
geometrice şi proprietățile magnetice ale miezului. 
Deoarece rezistența ohmică a primarului se neglijează, înseamnă că în orice 


moment suma dintre tensiunea rețelei şi t.e.m. indusă trebuie să fie egală cu 
zero: 


pe Na 20 
dt 
di di 
D=N = N, |a,=0 1 
Aa (a ar „de a a) 
Pentru secundar, putem scrie: 
d®(i) 
Na AR (R+r) 
-N, (x San, azi (R+r) (2) 


Înmulțim relația (1) cu N; , relația (2) cu —N; şi le adunăm. Rezultă: 
uN, =-N LUN R+r) 
de unde 
N u(t) 
N (R+r) 
Pe de altă parte tensiunea la bornele rezistorului este 
u(t) = Ri (t) 


i(t)=- 


de unde 


a 


O 
Egalind cele două expresii pentru iz E şi având în vedere că raportul 


— =k este raportul de transformare, după trecerea la valori efective, 


avem: 
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De aici 
pia Clt O 
kU —U, 


96. Deoarece ciocanul de lipit funcționează normal, ampermetrul A; indică 


4 pr à 40 W x. 
valoarea efectivă a intensității curentului 7, =—— 71,11 A. Pentru a găsi 


indicaţiile ampermetrelor A; şi A2, să observăm că înfăşurările primară şi 
secundară ale transformatorului sunt conectate în paralel şi de aceea 
tensiunile U, şi U pe cele două înfăşurări sunt egale. Tensiunea pe fiecare 
înfăşurare este proprţională cu numărul de spire N, şi N» din înfăşurarea 
respectivă şi cu viteza de variaţie a fluxului magnetic printr-o spiră. 
Deoarece miezul transformatorului este închis, înseamnă că fluxul magnetic 
„Gb este acelaşi prin orice spiră. Având în vedere acestea, se poate scrie: 


db db 
U, = N =U, 5N 
di "di | 
Deoarece transformatorul este coborâtor de tensiune, rezultă că numărul de 


spire este diferit în cele două înfăşurări. Deci egalitatea de mai sis se poate 

l _ AP A A a 3 E 

verifica doar dacă AF, Aceasta înseamnă că în interiorul miezului 
i 1 a: 


câmpul magnetic este nul, adică câmpul magnetic creat de o înfăşurare este 
în totalitate compensat de câmpul magnetic creat de cealaltă înfăşurare. 
Câmpul magnetic creat de o înfăşurare este proprţional cu intensitatea 
curentului prin ea şi numărul ei de spire. De aceea trebuie să se 
îndeplinească una din cele două relaţii dintre valorile instantanee ale 
intensităţilor curenților i; şi i» şi numerele de spire N, şi M2: 
Ni, + Ni, =0 

sau 

| Ni, — Noi =0 
Prima relaţie corespunde conectării spirelor astfel încît curenţii prin ele au 
sensuri opuse , iar a doua, când curenţii au acelaşi sens. De asemenea are 
loc şi relaţia 

i, ti, =i 

Rezolvând sitemul format din aceste ecuaţii şi având în vedere că 
DN, _220V 
N, 36V 


z6,l1 
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vom obţine pentru valorile efective ale intensităţilor curenților Z = (3) 


prin cele două ampermetre, în funcţie de modul de conectare al spirelor 
celor două w 


po t24 ; I, =k- 1,334 
pentru primul mod de conectare şi 
IG 
I =—* z0,1564 , VE 
l+k = k+l 


pentru al doilea mod. 


97. Desenăm transformatorul (fig.97R) şi notăm capetele înfăşurării cu un 
număr mai mic de spire cu 1 şi 2 şi capetele înfăşurării cu un număr mai 
mare de spire cu 3 şi 4. Vom analiza diverse modalităţi diferite de legare a 
înfăşurărilor una cu alta şi diverse 
moduri de conectare a sursei de 
tensiune. 
Pentru început analizăm cazurile 
triviale când tensiunea de ieşire se 
culege direct de la bornele sursei, 
sau când sursa nu este nici măcar 
conectată. În aceste cazuri tensiunea 
de ieşire este U,, =U , sau Uies = 0 
Mai departe, transformatorul poate 
fi utilizat în regim „normal”, adică 
bobinele neconectate între ele şi la 
bornele uneia se aplică tensiunea de 
intrare (care este totdeauna 
tensiunea sursei), iar la bornele 
celeilalte se. culege tensiunea de 
ieşire. În funcție de care din bobine 
se foloseşte ca primar, 
transformatorul va fi ridicător de tensiune sau coborâtor de tensiune. Deci 
sunt posibile cazurile: 

Uinr = U = Uz4 şi Urat Un = U/3 


fig.97R 


sau 

Uite = Aa Ur şi Uss Uz4 z9 U 
Vom trece acum la alte variante mai complicate. Să considerăm că în 
transformator se unesc bornele 2 şi 3 ale celor două înfăşurări. Acest mod 
de conectare ne dă o singură bobină cu toate spirele înfășurate în acelaşi 
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sens. Atunci, în funcţie de bornele la care se leagă sursa de tensiune, sunt 
posibile următoarele variante ale tensiunii de ieşire, diferite de cazurile 
anterioare: | 

Ua U= Uu şi Uho = za Un = U/4 

Olimp y= U şi U Uz4 = 3U/4 

Umr = U= Ura ŞI Ures = Uu =4U 

Uite > Us U34 şi Uies = o Uu = 4U/3 
Se pot conecta înfăşurările şi altfel şi anume conectăm între ele bornele 1 şi 
3 ale înfăşurărilor. În acest caz, bobina cu mai puține spire este conectată cu 
înfăşurarea spirelor invers faţă de bobina cu mai multe spire. Ca urmare, 1/3 
din bobina cu mai multe spire e ca şi cum ar fi scoasă din circuit. În acest 
caz, în fucţie de unde se conectează sursa de tensiune, sunt posibile 
următoarele variante ale tensiunii de i ieşire: 

Umr” U Uz şi Uies= Ury- REL 

U= US Un şi fi Uz5 TU 

Umr = U Uu şi p-ta Uz4 = = 3U/2 

Ure. U U;4 ŞI Us Uz = = 2U 
Astfel, cu cazurile triviale inclusiv, se pot aofiae 12 vai diferite ale 
amekaa tensiunii de ieşire: 


0 yg, z, 2U, 3U, 4U 


98. Aşa după cum se vede pe graficul din enunţul problemei pe durata 
fiecărei perioade a impulsurilor, tensiunca la bornele generatorului în timpul 
T, = 4,5-10? s este nulă, iar în restul timpului 72 = 0,5-10* s, tensiunea 
respectivă este Uo = 1 V. Vom presupune că tensiunea Uc pe condensator, 
în regim staționar, nu diferă prea mult de Uo pe toată durata funcţionării. 
Dacă este aşa, atunci şi valoarea medie (U.) este apropiată de Uo . Atunci, 


pe durata 7, tensiunea pe diodă este Uc = -Uo şi de aceea, intensitatea 
a 
curentului care trece prin diodă este /, 21/,|2 ¥ —l|=-—/,, deoarece 


U, >> W . De aceea în timpul 7, condensatorul se descarcă prin diodă 


datorită curentului invers al diodei —/o, iar tensiunea Uc pe condensator se 
micşorează cu 
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În timpul 72 are loc încărcarea condensatorului prin curentul 
U -U, 

L= 2 m =); Deoarece Uo ~(Uc}, curentul [ în timpul 72, de 


asemenea, se modifică nesemnificativ. Atunci, deoarece în regim staționar 
tensiunea pe condensator în timpul T, trebuie să se mărească cu aceeaşi 
valoare AU cu care s-a micşorat în timpul 71, rezultă că 
nu sti = 
ZI 
uUe) 
De aici rezultă că ʻI =LI, adică 1=1,|2 ” -l|, de unde 


tensiunea medie pe condensator: 


(Uc }=U, -wiog (2 jos 


Se vede că presupunerea făcută Uc 
= Uy , este corectă. In afară de asta 
se confirmă şi ipoteza că /» variază 
nesemnificativ. Într-adevăr o 
| asemenea presupunere este corectă, 
Ti 23456785 1033 me) deoarece variația tensiunii pe diodă 
i __fig.98R în timpul 72, egală cu 
AU. =4,5:10% Veste mică în 
comparaţie cu valoarea medie (în acelaşi interval de timp) a tensiunii pe 
diodă UV, -(Uc) = 0,03 V, valoare care determină curentul J}. 
Astfel, tensiunea pe condensator variază în „dinţi de ferăstrău” cu 
amplitudinea AU =4,5:10 V în jurul valorii medii (U.)= 0,97 V (vezi 
fig.98R). 


99. a) Evident, dacă bobina prin care 
circulă curent electric se află într-un 
câmp- magnetic vertical omogen, 
rezultanta forțelor electromagnetice 
„care acționează asupra bobinei este 
zero (fig.99R,a). Pentru ca să apară o 
componentă verticală nenulă a forţei: 
electromagnetice este necesar să existe ig: ZOR; a 
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o componentă radială a câmpului magnetic, altfel zis, câmpul magnetic 
trebuie să fie neomogen. Să determinăm această componentă radială. 
Alegem în spaţiu un cilindru virtual care coincide cu bobina , de înălţime Az 

şi rază r (fig.99R,b). Fluxul magnetic 
B,(z+az) total prin suprafaţa închisă a cilindrului 

este egal cu zero: 
p, =0 

r  B,(z+Az)ar? + B,2rrAz—B,(r)rr? = 


De aici: 
|| | | | KES p, -BO-B E+), rap, 


fig.99R,b &B,r 


B 


În aceste condiții, componenta verticală a forței electromagnetice care 
acționează asupra bobinei este: 


F = 22rNIB, = 2ArNI L a% zr? NI | 


Deoarece câmpul magnetic este simetric cu axa Oz, ' rezultanta 

componentelor orizontale ale forţei electromagnetice este egală cu zero. 

b) Tensiunea alternativă aplicată la bornele bobinei, produce un curent 

alternativ prin bobină, asupra ei începe să acţioneze forţa electromagnetică 

şi bobina începe să se mişte. Să analizăm forţele care acţionează asupra 

bobinei. | 

- Dacă pulsaţia oscilaţiilor proprii ale sistemului este a, atunci la o abatere 

z mică faţă de poziţia de echilibru, asupra sa va acţiona o forţă de revenire 
de tip elastic: 


F, = AZ =-mo}z 
Pulsaţia oscilaţiilor proprii ale bobinei este dată a, = 27 fa = 188 rad / s 
- După cum s-a afirmat în enunţ, în timpul mişcării membranei împreună cu 
bobina, se produc unde sonore şi în aceste condiţii asupra membranei 
acţionează forţa rezistentă: 
| F „=-pv 


. 2 
In acest caz, coeficientul 8 = 27 Pe5 = 260,4 kg/s 
c 


- Asupra bobinei acționează şi forța electromagnetică, al cărei sens depinde: 
de modul de înfăşurare al bobinei şi sensul curentului prin ea. Pentru 
determinare, vom considera că la aplicarea unei tensiuni constante pozitive, - 
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curentul circulă astfel prin bobină, încât sensul forței electromagnetice este 
orientat în sus: 


F=aByrrNI 

Pentru comoditate notăm coeficientul y = aBzrN = 3,14 N/A 
Conform principiului fundamental 

ma=F,+F+F 

ma = -mæ?z — Bv+yl 

| mă + B+ molz = pl 
Să vedem acum ce relaţie există între intensitatea curentului şi tensiunea 
aplicată bobinei. i : 
- Tensiunea electromotoare exterioară este 
= e, COS Øl 


- Tensiunea variabilă mei al un curent electric variabil şi în bobină, care 
are inductanţa L, apare o t.e.m. autoindusă: 


- În timpul mişcării bobinei prin câmp magnetic, fluxul magnetic prin ea se 
schimbă, ceea ce duce la apariţia unei t.e.m. induse: 


db; d > dz 
e, = =-— | Nzr B, (l-az)]= aByzr N— = y2 
di dt ( a ))=ab a 7 
' Conform legii lui Ohm pe întreg circuitul: 
RI =e+e, te, 


dI 
RI =-L—+yż +e 
dt A 


LZR =e(t)+yż 


Astfel, am obţinut un sistem de două eenah diferențiale: 
mz+ B2+ mos2 = yI 
dl 4 
L—+ RI = e(1)+ y2 
di j 
Pe noi ne interesează soluția care se va stabili la final, pentru o t.e.m. 
exterioară periodică e(7)= e, cosøt. Este clar că atunci când oscilațiile 
"proprii se vor atenua, intensitatea curentului şi coordonata se vor modifica 
după o lege armonică cu aceeaşi frecvenţă dar cu altă fază iniţială. 


În principiu, ecuaţia se poate soluţiona exact, înlocuind în sistemul de 
ecuaţii diferenţiale: 
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I=1 cos(ot *ġ) 
z = Ácosløot +y) 


Apoi se fac derivatele, se dezvoltă funcțiile trigonometrice, se identifică 
coeficienții acestor funcții şi se obține în final un sistem de patru ecuații 
liniare cu patru necunoscute, a cărui rezolvare este foarte laborioasă. Puteți 
să încercați! Dar, nu este greu de observat că dacă intensitatea curentului 


variază după legea 7 = 7, cos(œt +ø), atunci amplitudinea termenului JR va 


fi IR, iar a termenului LŽ va fi oLI, . Chiar la frecvența limită pentru 


urechea umană f = 20 kHz, mărimea œL =0,12 Q<<R=4Q, ceea ce 
: s dia ee Dn te 
permite să neglijăm termenul Br şi sistemul de ecuații devine 


m+ pż+moz=y1 
= e(7)+ y2 
R | 
Înlocuind a doua ecuaţie în prima, se obţine o ecuaţie diferenţială 
neomogenă de ordinul doi, obişnuită, cu coeficienţi constanţi, adică ecuaţia 
oscilaţiilor forţate cu amortizare: 
e(1)+ 2 


m + B2+ moz=y r 


2 ! 
Ten A: A 
miaf poza =z cosol 
Ai pi. a y 
ž+—=| -= | ż +o z =e, cos ot 
m (4 =) p mR ii 


m R mR 


Valorile acestor coeficienți se pot calcula: y = 479 s! şi D=15,7m/s?, 


2 2 
Pentru comoditate notăm y = H p-Ż) „D= Xeo 


pentru o amplitudine a tensiunii exterioare e =1V . 
Ecuația diferenţială ia forma: 
Z+ + 22 = Dcosol 


Pe noi ne interesează amplitudinea oscilaţiei. Ecuația se poate rezolva prin 
mai multe metode, ce chestie de gust. In final se obţine 
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AmE 2 
(o — a?) +(4o) 
În cazul oscilaţiilor forțate cu amortizare pentru o frecvenţă oarecare 


apropiată de frecvenţa proprie se observă rezonanţa (amplitudine maximă), 
care se produce când numitorul este minim: 


A(0) = 


(2? -0 y +(zoY = min 
Cu ajutorul derivatei obţinem: 
d 2 
(e -a2) +) | =0 


2(0 -0)20+220=0 


ej 


Derivata a doua a funcției studiate este 


2 
Această ecuaţie are trei soluţii: a, =0 ṣi @,; pară unde, este 


adevărat, soluţia negativă nu are sens fizic. 
7 i pa 
Pentru amortizare slabă | a? Au » în punctul a, =0avem un maxim 


local, deci amplitudine minimă, derivata a doua fiind negativă, iar în 


= | 
punctul &, -fi ST - un minim local (deci amplitudine maximă). 


2 


Pentu amortizare puternică fei <2) situația se schimbă radical, 


2 
deoarece ecuația G [a 2] = Oare o singură soluţie reală @ =0, 
iar derivata a doua în acest punct este mai mare ca zero, ceea ce însemnaă 
minimul expresiei şi amplitudine maximă. Astfel, la amortizare puternică, 


nu se observă rezonanţă şi amplitudinea maximă corespunde la frecvenţă 
zero. 
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În cazul nostru œ =188s” , 4 =479s"!, ceea ce înseamnă că avem de- 
a face cu amortizare puternică şi deci amplitudinea maximă se obţine la 
frecvenţă zero. Graficul A(4) este reprezentat în fig.99R,c. 


15,7 
(0-188?) +4790? 
Pentru frecvența f = 30 Hz (œ = 


188 sh, amplitudinea este: 


A= EET =0,174 mm 


XO 
c) Aşa cum s-a afirmat în enunț, în 
legătură. cu generarea undelor 
sonore, asupra membranei 
acționează forța de rezistență 
Fa = —PBv. Aceasta înseamnă că 


A(o)= 


fig.99R,c 


puterea Pt! = Bvv = Bi: se 
foloseşte pentru producerea sunetului. Astfel, puterea sonoră instantanee 
2 r2 
m = 2 w D 
PENE [-ovAsin(ot+y)] = f. = 
(Că a) i+(xo) 
Aceasta este puterea instantanee, dar din punct de vedere practic ne 


interesează puterea sonoră medie, de aceea relația de mai sus trebuie 
mediată pe o perioadă. Având în vedere că valoarea medie a funcției 


sin? (œt +y) este 1⁄4, rezultă 
BD? o? 
230 4202 2 
2 (o —aj ) +(40) 
Studiem această expresie în ceea ce priveşte maximul. 


z sin? (øt +y) 


De aici se obține 
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o(a? -o (2 +0) =0 
Sens fizic au soluţiile a, =0 (ceea ce corespunde la puterea minimă) şi 
O =, (corespunde puterii maxime). Deci, puterea sonoră este maximă la 
frecvenţa o =a, =188 s". În aceste condiţii, puterea este 


BD: 


P = =0,0142 W 


sou,max 


Puterea electrică consumată P, =e(0)I(Dcosg, unde geste defazajul 


: te A A vi elt)+yż 
dintre tensiune şi intensitate. Intensitatea curentului este / = Otzi, 


Să evaluăm mărimea ș: = —yAosin (ar +). Ea se poate neglija dacă 
amplitudinea 7oA este mult mai mică decât e. După cum se vede din 
graficul de pe fig.R,c, odată cu creşterea lui œ, amplitudinea A() scade, 
iar la frecvenţe mari, chiar invers proporţional cu pătratul frecvenţei. Pentru 
frecvenţe mici, œA este mic, pentru frecvenţe mari este de asemenea mic, 
iar pentru frecvenţe intermediare admite un maxim. Expresia 

Dyo 


YOA = 4 
(o? FTA y +(zoy) 
se comportă ca în fig.99R,d 
ZOE 15,7:3,140 
2 2% Ri 42 
(02 —1882) +479% 
Pentru evaluare, putem să ne 
folosim de valoarea lui A calculată 
la punctul precedent pentru a = 
188 s! 
ponei =0,103 V 
Deoarece în enunţ nu se cere să se 
fig.99R,d afle ci să: se evalueze valoarea 
randamentului, putem neglija 
mărimea ro Alo )=0, 103 V față de e= 1 V, ceea ce va duce la o valoare 


a randamentului puțin mărită. í 
Atunci, puterea consumată instantanee este 
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piu i. e? cos? (ot) 
el R 
iar valoarea medie este 
> =< =0,125W 
2R 


Randamentul maxim va fi 


ZA 
Trax ai a 0,113 


el 


Pentru a găsi valorile limită ale A dă de lucru 


( a) = Pena, max 
EA 


BD? a? 1 AD? 


2 (a-o) +(ao) 227 


—(202 +e) +a =0 


2 2 ý 
r 2 ad | “il 
Oha (o "ea OA tT 


Frecvența limită til este 
= 544 s”! sau f, = 86,6 Hz 
iar frecvenţa limită | mea este 
@,= 65,0 s”! sau I =10,3 Hz 
Graficul dependenței puterii sonore de frecvența tensiunii alternative este 
prezentat pe fig.99R,e conform relaţiei 
(ji 26,4-15,7 1 
(002-188) +479% 2 
După cum se vede, difuzorul studiat 


de noi se potriveşte bine pentru 
başi. 


100. În sistemul de referință aflat în 
fg.99R,e i mişcare de rotație (sistem de 

f referință neinerțial, prescurtat SRN) 

asupra corpurilor care se mişcă acţionează forţe de inerție. Deoarece corpul, 
conform enunţului problemei, se mişcă faţă de SRN rectiliniu şi uniform, 
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însemnă că forțele de inerție sunt în totalitate compensate de forța elastică 
din resort şi forța Lorentz. 
În fiecare moment de timp, resortul acționează asupra corpului cu o forță AR 
unde R' este distanța la momentul respectiv dintre corp şi axul discului. 
Evident, această forță este compensată de către forța centrifugă de inerție 
care acționează în sens opus forței elastice din resort. Deci putem scrie: 
kr =mro? > k=mæ 
Ce forță însă compensează forța Lorentz care acționează perpendicular pe 
resort? O asemenea forță există, ea acționează de asemenea numai față de 
SRN şi se numeşte forța Coriolis. 
Vom arăta că această forță există. Corpul nostru se mişcă uniform de-a 
lungul razei discului rotitor (se mişcă rectiliniu şi uniform faţă de SRN). 
Faţă de sistemul de referinţă fix aceasta însemnă modificarea razei cercului 
_pe care se mişcă corpul şi modificarea vitezei cu care el se mişcă pe disc 
(traiectoria este un fel de spirală). Presupunem că în timpul d/ corpul se 
mişcă de la distanţa r faţă de centru la distanţa r + dr. La început el a avut 
viteza œr (faţă de sistemul de referinţă fix — inerţial) iar după timpul d! se 
mişcă deja cu viteza ær + dr). Deci, în timpul d corpul şi-a mărit viteza cu 
dr, orientată în sensul rotirii discului. Acceleraţia corespunzătoare a 
„corpului faţă de sistemul de referinţă inerţial este a, = aXdr/d?). În acelaşi 
timp, direcţia de mişcare a corpului s-a modificat cu unghiul ædt. Deci, în 
timpul considerat, cu acelaşi unghi s-a rotit în plus. şi viteza corpului. 
Aceasta corespunde la modificarea vitezei cu vad! ( v = dr/dt — viteza 
corpului faţă de disc) pe direcţie transversală şi la o contribuţie suplimenatră 
la acceleraţie a» = va. 
Deci, mişcând-se aşa cum am descris mai sus, corpul avea faţă de sistemul 
de referinţă inerţial acceleraţia dv/dt = a, + a = 2av. Înseamnă că asupra 
lui au acţionat forţe exterioare a căror rezultantă DWA este 2mv æ. (Pentru 
amănunte şi lămuriri suplimentare în ceea ce priveşte demonstrația, 
recomandăm S. Strelkov — Mecanique, Ed.Mir — Moscou, 1978). 
Faţă de SRN, corpul are accelerația a' = 0. Dacă se introduce o forță de 
inerție suplimentară F, = -2mvoa, expresia principiului fundamental se 
verifică şi faţă de SRN. Deci asupra corpului de pe discul rotitor acţionează 
încă o forţă de inerție, forţa Coriolis, care compensează forţa Lorentz: 


2ma 


q 

Se poate arăta, dacă se lucrează vectorial (vezi de ex. Anatolie Hristev - 
Mecanica şi acustica, Ed. APH, Bucureşti, 1999), că expresia forţei Coriolis 
este aceeaşi pentru mişcarea corpului pe disc în orice direcţie. | 


2mvo=q9Bv > B= 
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Prin urmare, răspunsul final este: situația descrisă este posibilă pentru 


f 2mM@ : à . 
f = mo? şi B =—. Pentru q > 0, dacă discul se roteşte în sens invers 
q 


acelor de ceasornic, inducția magnetică B trebuie să aibă sensul vertical, în 
jos, iar dacă discul se roteşte în sensul acelor, atunci B trebuie orientat în 
sus. 
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